Comportement d’une suite, suites géométriques.(COURS)

hécialité Maths

( Définition

Suites croissante, décroissante. ]

» Une suite (u,) est croissante si pour tout mn entier
naturel supérieur ou égal au rang initial :

Un+1 Z Un
Les termes deviennent de plus en plus grands.
» Une suite (un) est décroissante si pour tout mn entier
naturel supérieur ou égal au rang initial :
Unt1 < up

Les termes deviennent de plus en plus petits.

' Méethode : Sens de variation d’une suite. '
Méthode 1 ]

Pour étudier le sens de variation d’une suite, on peut :
Etudier le signe de Up41 — Un
» Si pour tout entier n

Upt1 — Up > 0
alors la suite (uy) est croissante.
» Si pour tout entier n
Upnt1 — U, <0

alors la suite (wn) est décroissante.

Méthode 2 ]

Si la fonction est définie explicitement, on étudie le sens de
variation de la fonction f telle que :

Up = f(n)

» Si la fonction f est croissante sur IR |
alors la suite (uy,) est croissante.

» Si la fonction f est décroissante sur IRT |
alors la suite (wn) est décroissante.

Méthode 3 ]

Si tous les termes de la suite sont strictement positifs, on
Un+1
et 1.
Un
» Si pour tout entier n

compare le quotient

Unt1

>1
Un

alors la suite (uy,) est croissante.
» Si pour tout entier n
Un41

<1
U,

alors la suite (uy) est décroissante.

[ Définition

Soit  (uy) une suite.

Suites convergentes. )

Lorsque , quand n augmente indéfiniment , les termes de la
suite se rapprochent d’un nombre réel L |

on dit que la suite (u,)converge vers L.

On dit aussi que la limite de wu,, , lorsque m tend vers +o0
est égale & L.
On écrit
li =1L
Ll un

( Définition
On dit qu'une suite est divergente

convergente.
Deux cas sont possibles

Suites divergentes. ]

lorsqu’elle n’est pas

» la suite n’a pas de limite ;

3

» les termes de la suite tendent vers +oo (ou vers —oo).

On dit alors que la suite a pour limite +oo (ou —oo).
Notation

On note alors :

lim wu, = —o0
n—-+4oo

lim wu,, =+o0c0 ou
n—-+4oo

( Définition
Une suite est géométrique lorsqu’on passe d'un terme quel-

conque au suivant, en multipliant toujours par le méme
nombre, g, appelé la raison.

Suites géométriques. ]

Pour tout entier naturel n on a :

Un4+1 = q Un

@ ( Propricte

Formule explicite. )

» Soit (ug) une suite géométrique ,de premier terme wug
et de raison q :
Pour tout entier n > 0, 0on a :

Up = Upq™
» Soit (ug) une suite géométrique ,de premier terme wuq
et de raison q :

Pour tout entier n > 1,0on a :

Uy = ug ¢g" 1

» Soit (un) une suite géométrique ,de premier terme wup
et de raison q :
Pour tout entier n > p, on a :

Up = Up g7 P

[Somme des termes d’une suite géométrique.]

Soit (un) une suite géométrique de raison g # 1

n l_qn—l—l
> S:Zui:uo—i-ul—i-...—i—un:uoi
— 1—gq
=0
> S:Zui:ul—kuz—i—...—i—un:uli
=1 1_q

nb de termes

» S =1 termei=4 T
—q
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1 Spécialité Maths

Soit la fonction f définie sur IR par :

f(x) =x2 - 0,8z A
4
et la suite définie pour tout n > 1 par :
34
up, =n?—0,8n
2_
On a tracé ci-contre , la représentation graphique de la fonction f et la repré-
sentation de la suite (un). \H
1. Dresser , le tableau de variation de la fonction f. 0
{1 1 2 3
2. Calculer : uy, Uz, uzet ug. A <0'4; =0,16)
Que remarquez-vous ?
Peut-on affirmer que la suite (us,) est croissante ?
A
3. [Méthode 1 : A l'aide du sens de variation de la fonction f) 20+ 4
a. Rappeler la définition d’une fonction croissante sur un intervalle I. 15+
b. Justifier que pour tout n >1 :  f(n+1) > f(n) 104+ T
c. En déduire que pour tout n >1 :  uUpt1 > up el -
—4_- §
4. | Méthode 2 : A l'aide du signe de u, 1 — u, 410 1 2 3 4 &
a. Justifier que, , pour tout n :  Upt1 — U =2n +0,2

b. En déduire le signe de Un41 — Un.

EXERCICE 1

Déterminer le sens de variation des suites suivantes a 1’aide des variations d’une fonction.( voir schéma ci-dessous) :

4. u, =nd

1. u, =n? 9.

Fonction carré
x—x?

La fonction carré est
décroissante sur R- et
croissante sur R+.

X —c0 (0 Hoo

x— x?

Fonction inverse

1
x> —

X
La fonction inverse est
décroissante sur R*- et
décroissante sur [R* +.

un:l 3. up =+/n
n

Fonction racine carrée

x’—>\/;

La fonction racine
carrée est croissante
sur R+.

X —oc0 () oo

X ‘0 oo

xr—M/;i O/
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Fonction cube

x—x3

La fonction cube
est croissante sur R.

X — 00 400
x> x3 /
| ’_y
.2._
-
oW [ D] 4
1518




Comportement d’une suite, suites géométriques. 1 Spécialité Maths

[Choix d’une méthode pour étudier le sens de variation d’une suite]

EXERCICE 2

(un); (vn), (wy) sont les suites définie par :

2\" 2
a. u, =-—2+45n; b. v, = 3 ; c. W, =——

Associer chaque suite a celle des méthodes ci-dessous qui parait bien adaptées pour étudier son sens de variation.

Méthode 1 :

Si pour tout n, wu, = f(n), on étudie le sens de variation de la fonction f sur [0; oo
» Sila fonction f est croissante sur IR™T | alors la suite (uy) est croissante.

» Si la fonction f est décroissante sur IR | alors la suite (un) est décroissante.
\ 7

p
Méthode 2 : Différence de termes consécutifs.

On étudie le signe de la différence : Upt1 — Un
» Sipour tout entier 7 : Up41 — Uy > 0 alors la suite (uy,) est croissante.

» Sipour tout entier n : Unp41 — Un < 0 alors la suite (uy,) est décroissante.

Méthode 3 : Quotient de termes consécutifs
Un41

Si pour tout m, u, > 0, on compare : et 1
Un
. . Unt1 . .
» Si pour tout entier n : > 1 alors la suite (up) est croissante.
Un
. . un+1 . . 5
» Si pour tout entier n : < 1 alors la suite (uy,) est décroissante.
Un
\ J

EXERCICE 3

Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

u0=2
— 9 _ : . — .2 ) . 1
a. U, =2-—3n; b. u, n“+1 ; c U1 = U — o
n

d. u,=3x4%"; e. Up

gl

. 3" . Vo = 10
- Fn+1 ’ Un+41 = (’Un)2 + 3’0n +1

EXERCICE 4 EXERCICE 5

v, ) est la suite définie pour tout entier strictement positif | On considére la suite (un)n>o dont le terme de d’indice n
>
par : est donné par la formule :

. 1 54+ n
U’n - u =
n —+— 1 n
1. A T'aide de la calculatrice, conjecturer le sens de varia-
tion de cette suite.

n

1. A Taide de la calculatrice, conjecturer le sens de varia-

tion de cette suite.

2. Démontrer que pour tout entier relatif n : 2. Démontrer que pour tout entier relatif n :

1
Upgl — Up = —F7———————— -5
" " (n+1)(n+2) Unt1l — Up = ——————
n(n+1)
3. Prouver alors la conjecture émise & la question précé-
dente. 3. En deduire le sens de variation de la suite (ug) .
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Comportement d’une suite, suites géométriques. cialité Maths

ACTIVITE 2
Le 1°" janvier 2004, Caroline place une somme de 3000 euros a la banque & un taux d’intéréts de 4%
c’est a dire chaque année, son capital est augmenté de 4% par rapport a ’année précédente. On note :

¢ ug la somme initiale de 3000 euros,
4 wu; le capital obtenu le 1¢" janvier 2005,

¢ wu, le capital obtenu m années aprés le 1°7 janvier 2004 ; c’est & dire le 1°" janvier de 'année 2004 + n.

Remarque :
Augmenter une quantité de t% revient a la multiplier par (1 + 55) .
Diminuer une quantité de x% revient a la multiplier par (1 + ;%) avec t= —u.

1. Compléter le tableau suivant :

Rang 0 1 2 .. n
Année 2004 2005 2006
Terme ug = 3000 Uy = -+ Ug = - -+ Un
NEEE NEEE NERE N
2. ¢ Pour tout entier n >1 Exprimer w,  en fonction du terme précédent :
4 Pour tout entier n >0 Exprimer w41 en fonction du terme précédent :
3. Compléter les pointillés :  ( les résultats seront écrit en puissance)
Indice. 0 1 2 3 4 n
Terme uo = 3000 e |
>< “ e
X .
X .
>< .
>< e

4. Calculer le capital obtenu le 1" janvier 2030.(Arrondir au centiéme)

EXERCICE 6

Le prix d’un appareil électronique baisse chaque année de 4%. Au départ ,en 2013, le prix était de 3600 €.
Pour tout entier n , on note p, le prix au n-iéme années , p; étant le prix initiale.

1. Justifier que la suite (py) est géométrique, et préciser sa raison.
2. Exprimer le prix p, en fonctionde n .
3. Calculer le prix en 2021 , a ’euro prés.

4. En quelle année le prix est inférieur a 800 €7

INDICATION : On utilisera la calculatrice pour réaliser une table de valeurs de la suite (pn).

EXERCICE 7

Dans un pays imaginaire noté I, il y a une capitale
P et un ensemble de villages V.

Au 1°" Janvier 2002, P et V comptaient respecti-
vement 20000 et 30000 habitants.

Chaque année, la population de P augmente de
10 %, alors que celle de V' diminue de 2000 ha-
bitants.

1. Compléter les deux diagrammes ci-contre :

2. Calculer la population de P, celle de V', puis
celle de I au 1°° Janvier 2012.
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ACTIVITE 3

Soit (uy) la suite définie par wu, = 3 X 2™ pour tout entier naturel n.

1. La suite (uy) est-elle définie par une formule explicite ou par une relation de récurrence ?

2. Compléter le tableau suivant :

n 0 1 2 3 4 n n+1
Up, Ug = -+ Uy = -+ Uy = + - Uz = - - Ug =+

U u3 Upy1
uo U2 Unp,

Uz Ug
U1 us

EXERCICE 8

1. Déterminer le nombre réel a positif tel que les trois nombres 43 a3 100 soient les trois premiers termes
d’une suite géométrique (u,) de premier terme : wug = 4.
Exprimer w, en fonction de mn.

2. Déterminer le nombre réel b positif tel que les trois nombres 20000; b; 8978 soient les trois premiers
termes d’une suite géométrique (v,) de premier terme : vy = 20 000.
Exprimer v,, en fonction de n.

EXERCICE 9

On considére les suites (un) et (vyn) définies, pour tout n entier naturel, par :
Up = 37 et  vp,=n(n-—1)(n—2)(n—3)(n—4)+ 2"

o Compléter le tableau ci-dessous :

Suite u, Uy = -+ Uy = -+ Uy = - - Uz = - - - Uy =

Suitevn Vg = - UVl = - Vg = ++- Vg = - Vg =+

S~— A

e Que peut-on conjecturer & propos de la suite (uy) et de la suite (vy,) ?
e Justifier que la suite (uy,) est géométrique.

e Calculer wvs , puis justifier que la suite (vy,) n’est pas géométrique

EXERCICE 10

Justifier que les suites suivantes sont géométriques, et préciser la raison r :

_ n _ on up =2 up = 15
a. u, =4x(1,03) b. u,=7x10 c. { U1 = —Sun d. { 1 = 1y — 0, Tty

EXERCICE 11

Justifier que les suites (uy,) suivantes, de premier terme w1, ne sont pas géométrique .

B o Uy = 4 up =
a. u, =6n b. un =3n(n+1) ¢ { Unsr =1 —up d. { Upt1 = 3u2
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nt d’une suite, suites géométriques.(5/

AC ITE 4

[ Somme des termes d’une suite géométrique]

Objectif : On cherche & calculer la somme des termes d’une
suites géométriques de raison q et de premier termes 1.

Soit 7 un nombre réel différent de 1 et soit m un entier
naturel.
On note :

S=14+q+q¢*+---+4q"

1. Calculer , & l'aide du tableau ci-dessous, @S puis sim-
plifier S — qS

2. En déduire du résultats précédent ’expression de S .

3. Soit (un) une suite géométrique de raison q et de pre-
mier terme ug.
Justifier pour q # 1:

, l_qn+1
S :u0+u1+u2+---+un:uoﬁ

EXERCICE 12

Calculer les sommes suivantes :

1. $=14+3+324...437
2. S =32+64+128 +---+ 131072

3. S3=1—-24+4—-8+4:--4+ 1024 — 2048

EXERCICE 13

4
Soit (uy) une suite géométrique de raison 5 et de premier

terme wug = 10.

Calculer la somme des 10 premiers terms de .

EXERCICE 14

On considére une suite géométrique (u,) de premier terme
u; = 1 et de raison q = —2.

1. Calculer usz, ug et ug4.
2. Calculer wusg.
3. Calculer la somme S = uy + us + ...+ usg.

EXERCICE 15

Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :

1. e+ 2?2 +23+2*=0

2. z+x2+x3+---+28=0

EXERCICE 16

Une production passe de 650 tonnes a
un an.

630, 5 tonnes, en

On fait Uhypothése que la production diminue chaque année
sutvant une suite géométrique.

Pour tout entier m , on note wu, la production au bout de

n années de diminution, wg étant la production initiale.

1. Calculer la raison de la suite géométrique (uy, ), connais-
sant ses deux premiéres termes.
De quel pourcentage diminue la production en un an ?

2. Exprimer la production en fonction de mn.

3. Calculer la production w,, au bout de 10 ans. (Arrondir
au kilogramme pres)

4. Au bout de combien d’année la production est inférieure
4 100 tonnes 7

EXERCICE 17

1. Soit  (un)

la suite définie pour tout m par :
U, =3"+4n+1

Justifier & I'aide d’un contre exemple que la suite n’est
pas géométrique.

2. Soit (vn) la suite définie pour tout n par :
2n
Un = gn+1

pour tout entier mn.
Justifier que la suite
sa raison.

EXERCICE 18

On considére la suite (#n)n>o dont le terme de d’indice n
est donné par la formule :

(vn) est géomeétrique, et préciser

Up =n2—Tn+1

1. Donner le tableau de variation de la fonction f est

défini par :
fx)=22 -7z +1

2. En déduire que la suite (un)nZO est croissante a partir
de l'indice 4.

EXERCICE 19

Pour chaque question est définie une suite (u,) pour tout
entier naturel n

Dire si cette suite est géométrique ou non en justifiant votre
réponse et en donnant , le cas échéant , ses éléments caracté-
ristiques ( raison et premier terme) :

1. u,=3n+1
2. up =5" 45"
4”

3. ’U;n:2Xﬁ

4. U, =n"
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