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Fonctions convexe , concaves COURS (1/4) M.DJAVAHERI

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

Cf est la courbe représentative de f dans un repère.

1 Définition : Fonction convexe.

Dire que f est convexe sur I signifie que , pour tous points

A et B distincts de Cf , le segment [AB] est au-dessus

de la courbe Cf entre A et B .
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2 Définition : Fonction concave.

Dire que f est concave sur I signifie que , pour tous points

A et B distincts de Cf le segment [AB] est au-dessous

de la courbe Cf entre A et B .
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3 Convexité et tangente.

Soit f une fonction définie, dérivable et de dérivée dérivable

sur un intervalle I.

On a :

♦ f est convexe sur I, si sa courbe est située au dessus

de chacune de ses tangentes.

♦ f est concave sur I ,si sa courbe est située en dessous

de chacune de ses tangentes.

4 Définition : Dérivée seconde .

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

Si sa dérivée f ′ est dérivable,

on dit que f est deux fois dérivable .

On note f ′′ sa dérivée seconde

5 Convexité et dérivée première.

Soit f une fonction définie, dérivable et de dérivée dérivable

sur un intervalle I.

On a :

♦ f est convexe sur I ⇐⇒ f ′ est croissante sur I.

♦ f est concave sur I ⇐⇒ f ′ décroissante sur I.

6 Convexité et dérivée seconde.

Soit f une fonction définie, dérivable et de dérivée dérivable

sur un intervalle I.

On a :

♦ f est convexe sur I ⇐⇒ f ′′(x) ≥ 0 sur I.

♦ f est concave sur I ⇐⇒ f ′′(x) ≤ 0 sur I.

7 Définition : Point d’inflexion

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I

et a ∈ I.

Soit A (a ; f(a)) un point de Cf et

TA la tangente à Cf au point A.

On dit que A est un point d’inflexion pour Cf si , au point

A , la courbe Cf traverse TA.

8 Point d’inflexion et dérivée seconde

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I

et a ∈ I.

Le point A (a ; f(a)) est un point d’inflexion pour Cf si

et seulement si ,

la dérivée seconde f ′′ s’annule en a en changeant de signe.

9 Interprétation graphique.
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Fonctions convexe , concaves COURS (2/4) M.DJAVAHERI

f est convexe sur I si ... f est concave sur I si ...

f ′′(x) > 0 sur I f ′′(x) < 0 sur I

f ′ est croissante sur I f ′ est décroissante sur I

Sa courbe représentative est toujours au-dessus de ses

tangentes

Sa courbe représentative est toujours au-dessous de

ses tangentes

La fonction exponentielle

est un exemple de fonction

convexe sur IR.

La fonction logarithme né-

périen est un exemple de

fonction concave sur IR+.
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Fonctions convexe , concaves COURS (4/4) M.DJAVAHERI

1 Définition : Continuité

Soit une fonction f définie sur un intervalle I contenant le

réel a

Si

lim
x→a

f(x) = f(a)

on dit que f est continue en a.

Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est

continue en tout point de I.

Dire que f est continue sur I signifie que sa courbe repré-
sentative peut être tracée en un seul morceau (la courbe ne
présente aucun saut, aucun trou).

2 Continuité des fonctions usuelles

Les fonctions usuelles :

♦ les fonctions puissances x 7→ xn, n ∈ IN,

♦ la fonction racine carrée,

♦ la fonction inverse,

♦ les fonctions polynômes ;

♦ les fonctions rationnelles,

♦ les fonctions cosinus et sinus,

sont continues sur leur ensemble de définition .

3 Continuité et dérivabilité

♦ Si une fonction f est dérivable en un point a alors f

est continue en a.

♦ Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I alors

f est continue sur I.

La réciproque de ce théorème est fausse.

Une fonction peut être continue en a mais pas dérivable en

a.

4 Théorème : Valeurs intermédiaire

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur

un intervalle [a ; b]
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l’équation

f(x) = k admet une unique solution c dans l’intervalle

[a ; b].

Récapitulons :

a b

f(a)

f(b)

x1 x2 x3

m

La fonction f est continue et

non monotone sur [a ; b].

L’équation f(x) = m admet

au moins une solution pour

tout m compris entre f(a) et

f(b)

0 x
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La fonction f n’est

pas continue sur [a ; b].

On ne peut rien dire sur les solu-

tions de l’équation f(x) = m

a b

f(a)

f(b)

x1

m

La fonction f est continue et

monotone sur [a ; b].

L’équation : f(x) = m ad-

met une solution unique pour

tout m compris entre f(a) et

f(b)

math-javahery.blogspot.fr



Fonctions convexe , concave , continue (1/5) M.DJAVAHERI

ACTIVITÉ 1

On considère la parabole Cf , d’équation f(x) = x2, tracée ci-contre :

1. Déterminer l’équation de la tangente T1 à la parabole Cf au point

K(1 ; 1), puis tracer cette tangente.

2. Situer la parabole Cf , par rapport à sa tangente T1 .

3. Déterminer l’équation de la tangente Ta à la parabole Cf au point

A(a ; a2).

4. Tracer les tangentes à la parabole Cf aux points d’abscisses :

a = −2, a = −1, a = 0, a = 1, a = 2

Situer la parabole Cf , par rapport à ces tangentes.

5. Soit g la fonction définie pour tout x par :

g(x) = −f(x) = −x2

et Cg , sa courbe représentative.

Que peut-on dire des courbes Cf et Cg ?

Comment se situe la courbe Cg à ses tangentes ?

b
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EXERCICE 1

On a tracé ci-dessous, les courbes représentatives des fonctions f, g, h, respectivement fonction carré, fonction racine carré

et la fonction cube.

Pour chaque courbe , par lecture graphique, indiquer :

♦ la convexité de la fonction.

♦ L’existence d’un ou de plusieurs points d’inflexion.
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EXERCICE 2
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Fonction f

f(x) = x2

sur IR

f(x) =
√
x

sur

]0 ; +∞[

f(x) = x3

sur IR

f(x) = 1
x

sur

]0 ; +∞[

f(x) = 1
x

sur

] − ∞ ; 0[

Fonction

dérivée f ′

Fonction

dérivée

seconde f ′′

Signe de

f ′′(x)
La fonction

est · · ·

EXERCICE 3

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = 1 − 3x − x3

Montrer que la fonction f est convexe sur ]− ∞ ; 0[, concave sur ]0 ; +∞[

EXERCICE 4

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) =
4

x2 + 3

1. Vérifier que pour tout x de IR : f ′(x) = −
8x

(x2 + 3)2

2. Vérifier que pour tout x de IR : f ′′(x) =
24(x2 + 3)(x + 1)(x − 1)

(x2 + 3)4

3. En déduire la convexité de la fonction f .

EXERCICE 5 EXERCICE 6
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EXERCICE 7

EXERCICE 8

Etudier la convexité à partir des variations de f ′.

EXERCICE 9

EXERCICE 10

Etudier la convexité de f à partir du signe de f ′′.

EXERCICE 11

EXERCICE 12

Déterminer les coordonnées des points d’inflexions.

EXERCICE 13

EXERCICE 14

On considère la fonction f définie sur IR :

f(x) = x3 − 3x2 + 2

et Cf sa représentation graphique.

1. Démontrer que le point de Cf d’abscisse 1 est un point

d’inflexion.

2. Déterminer la convexité de f . (On donnera la réponse
sous forme de tableau)
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ACTIVITÉ 2

Récapitulons :

La fonction f est continue et

non monotone est continue et
non monotone sursur [a ; b].

L’équation f(x) = m admet
au moins une solution pour
tout m compris entre f(a) et
f(b)

0 x

y

b

k

a

f(a)

m′

f(b)

m

b

La fonction f n’est

pas continue sur [a ; b].

On ne peut rien dire sur les solu-
tions de l’équation f(x) = m

La fonction f est continue et

monotone est continue et non
monotone sursur [a ; b].

L’équation : f(x) = m ad-
met une solution unique pour
tout m compris entre f(a) et
f(b)

EXERCICE 15

Soit f la fonction définie sur l’intervalle I = [−2 ; 2] par :

f(x) = x3 + 2x+ 1

1. Déterminer la fonction dérivée de f et étudier son signe.

2. Dresser le tableau de variation de f .

3. En déduire le nombre de solutions de l’équation : f(x) = 0
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EXERCICE 16

EXERCICE 17

EXERCICE 18

EXERCICE 19

EXERCICE 20

EXERCICE 21

EXERCICE 22

EXERCICE 23
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ACTIVITÉ 3

Compléter les tableaux suivants :

1-1-2 2

x

y

-4

-2

0

2

4

1-1-2 2

-4

-2

0

2

4

Courbe

Fonction

Dérivée

Dérivée

seconde

Convexité

f(x) = x3 f(x) = x4

x

f ′′(x)

f(x)

Point

d’inflexion

x

f ′′(x)

f(x)
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EXERCICE 24

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x5 − 5x4 .

1. Montrer que : f ′′(x) = 20x2(x − 3).

2. En déduire la convexité de f .

SOLUTION

Sa dérivée est la fonction f ′ définie sur IR par f ′(x) = 5x4 − 20x3 .

Sa dérivée seconde est la fonction f ′′ définie sur IR par

f ′′(x) = 20x3 − 60x2 = 20x2(x − 3)

Les variations de f ′ se déduisent du signe de sa dérivée f ′′ .

Notons que 20x2 > 0 donc f ′′(x) est du même signe que x − 3 . D’où le tableau :

x −∞ 3 +∞

signe de f ′′(x) − 0 +

variations de f ′

convexité de f concave convexe

f est concave sur ]−∞; 3] et convexe sur [3;+∞[ .
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(1) M.DJAVAHERI

math-javahery.blogspot.fr



EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(1) M.DJAVAHERI
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI
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EXERCICE 25

EXERCICE 26
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SUITES I : Suites arithmétiques ; (CHAT-TIME) M.DJAVAHERI

CHAT-TIME

♦ Il y a deux version pour TVI : fonction non strictement monotone et fonction strictement monotone

♦ Fonction continue : on ne lève pas la main pour tracer la courbe

♦ Fonction continue sur un intervalle [a ; b] à valeurs dans [c ; d] : On cherche le minimum et le
maximum de f , donc f(x) est dans [c ; d]
Quand x se trouve dans [c ; d] , les valeurs de f(x) vont se trouver dans l’ intervalle [a ; b]

♦

Théorème 1 : Pour tout réel k ∈ [c ; d], l’équation f(x) = k admet au moins une solution sur
l’ intervalle [a ; b]

On n’aura jamais zéro solution

♦ Il y a une convention qui dit quand dans un tableau de variation il y a des flèches alors la fonction
est continue

♦ Vue le tableau de variation, on écrit " f est continue sur un intervalle [−6 ; 9] à valeurs dans
[−4 ; 10]

or 2 ∈ [−4 ; 10] donc d’après le TVI , l’équation f(x) = 2 admet au moins une solution sur
[−6 ; 9]

♦ Deuxième version :Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b]

Théorème 2 : Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) , l’équation f(x) = k admet une
unique solution sur l’ intervalle [a ; b]

♦ La fonction croît de −4 à 6 donc nécessairement à un moment donné je vais passer par 3

♦ Pour avoir l’unicité de solution, il faut que la fonction soit continue et strictement monotone

♦ Exercice type : A l’aide du tableau de variation montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique
solution sur [−7 ; 3]

D’abord il faut la voir la solution , il est où notre zéro ?

Le zéro que je cherche , je cherche dans le monde des f .

D’après le tableau de variation , la fonction part de 5 et arrive à -4 donc à un moment donné elle
passe par zéro, c’est obligé ça passe par zéro

Obligé que ça passe par zéro parce que la fonction est continue

♦ Il faut s’assurer qu’ ailleurs il n’y a pas de solution :

De plus sur [−1 ; 3] ; -2 est le maximum de f , donc f(x) > 0

♦ Pour démontrer que l’équation f(x) = 2 admet au moins une solution : si au moins une fois la
courbe traverse la droite d’équation y = 2 :
Il faut un point en-dessus et un point au-dessous de la ligne :

Au moins un au-dessus et un en-dessous

♦ f(−1) < 2 < f(4) Donc d’après TVI ...

♦ La fonction f est une fonction polynôme et les fonctions polynôme sont continue sur R

♦ calculatrice :
D’abord on fait pas 1
Une fois la fonction passe d’une image positive à une image négative
L’image de 2,3 est la dernière image positif et l’image de 2,4 est la première image négatifs
Après on part de 2,3

♦ Notre fonction aura une image d’une part positif puis négatif

♦ les image vont de 17 à -6 , forcément pour passer de -17 à 5, elle doit forcément balayer tous ses
valeurs
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