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Primitives, équations différentielle COURS (1/ M.DJAVAHERI

( Définition : INTEGRAL. )

On appelle -+« «oovvvennn de fsur[a; b]le nombreréel -+ -vvvviennn. oll Flestune «--«+ovvovvenn. quelconque de f sur
[a; b]. Il est noté

L’intégrale d’une fonction f sur[a; b] est-«oocmeeeerenns du choiz de la primitive F'. .

> Py Soit f une fonction dérivable sur[a; bletce[a; b], f@)de=--voveieoren. .

b
> Py :  Soit f une fonction dérivable sur[a; b], / f@)de=--voveieeen. .

> Py Soit f une fonction dérivable sur[a; b], / f@)yde=--oiveeiins .
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CALCUL INTEGRAL COURS (3
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Unité d'aire )

( Définition :

) - —
Soit (O; 1,7 ) un repére orthogonal du plan.
On note I et J les points tels que :

o :? et (71)27

L’unité d’aire , que l'on note w.a. est l'aire du rectangle
OIKJ.

@ )

Of =4 '«

. J

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle
I=7Ja;b].
On appelle intégrale de f sur I laire du domaine délimité
par :

4 la courbe représentative Cy de f,

4 l'axe des abscisses et

4 les droites d’équations z = a et x = b.
On note alors cette intégrale :

/ "f(a) da

Cette aire est exprimée en unités d’aire ( w.a.), qui corres-
pond a l'aire du rectangle de cotés OIKJ

r

| 5
: Cy
|

| 0 |
L= r=5y
' Relation de Chasles. '

Soit f une fonction continue sur lintervalle [a;b] de IR
et ¢ € [a;b], alors :

[r@ar=[1@ar+ [ 1@ a

| s

© [Valeur moyenne. ]

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] de IR,
on appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le nombre réel
p défini par :

b
p= ﬁ/ﬂ f(z) dz

Interprétation graphique :

Dans le cas ou f est positive sur [a;b] :

Le réel p est le réel pour lequel l’aire délimitée par la courbe
représentative C de f , laxe des abscisses et les droites

d’équation x = a et x = b est égale a l'aire du rectangle
dont les cotés ont pour mesures b — a et pu .

(@ )
Tl
a O b a 0 b
\_ y

€D | Lincarite.

Soient f et g deux fonctions continues sur [a;b] de IR et
A un nombre réel, alors :

. / (F(=) + 9(x)) dm:Lbf(m)dm+ng(m)dm

L4 /b)\f(:v)d:v=)\/bf(:v)d:v.

Soit f et g des fonctions continues sur un intervalle [a;b]
de IR .

4 Si f est positive sur [a;b] , alors

/:f(w)dwzﬂ

4 Sipour tout = € [a;b], f(x) < g(x) , alors

/:)f(m)dw < /:g(m)dm
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Primitives, équations différentielle COURS (2/

JAIHEEY Primitives de fonctions usuelles

M.DJAVAHERI

n entier relatif différent de -1

]-o¢; +0[ou]0; +<

si n entier négatif non nul sauf - 1.

Fonction f Intervalle de définition Primitive F
fix)=a R F(x) = ax+ k, avec k réel
fidh= R si n entier naturel

Flx) = x4 k, avec k réel

n+1

1

f(x)=— 10; 420[ F(x) = 24/x + k, avec k réel
Jx
flx) = e* R F(x) = e* + k, avec k réel
f(x) = X 10; +oof F(x) =Inx+ k, avec k réel
x
' Remarque

On obtient ce tableau par lecture inverse du tableau des dérivées usuelles.

Primitives de fonctions composées

Les théorémes opératoires sur le calcul de dérivées permettent d’établir le tableau suivant sur les
primitives. On considére que u désigne une fonction dérivable sur un intervalle .

Forme de la fonction Primitive a une constante prés Conditions
2uU'u u?
u)
= In|u| u(x) # 0 pour tout x de |.
ye! e
La fonction usuelle Ses primitives
f(x) =1 Fx)=x+k avec k€ IR
. avecx € Rsin € IN* _antt
fx) == etz £0si —n€IN F(af;)—n+1+k avec k € IR
1
f(r) = —avec >0 F(r) =lnx+k avec k € IR
T
1 1
f(x) = — avec ¢ #0 F(r)=——+k avec k € IR
T T

flz) = %avec x>0

F(x) =2z +k avec k € IR

@ =o

F(zx) =€+ k avec k € IR

f(x) =sinx

F(r) = —cosx+k avec k€eIR

f(x) =coszx

F(x) =sinz + k avec k € IR
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EXERCICE 1

Fonction constante
Le droite D d’équation y = 3 est la représentation gra-
phique de la fonction f(ax) = 3 dans le repére ci-contre.

1. Calculer l'aire du rectangle hachuré, en carreaux.

2. Donner une primitive F de f sur IR et calculer
F(6) — F(1).

3. Comparer les deux résultats.
EXERCICE 2

Fonction affine
La droite D d’équation y = %:c + 2 représente la fonction

flx) = %:c + 2.
1. Calculer 'aire du trapéze hachuré, en carreaux.

2. Déterminer une primitive F de f sur IR et calculer
F(4) — F(-1).

3. Comﬁarer les deux résultats.

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) =« — 1 et
orthonormal d’unité graphique 1 cm.

1. Construire Cy

Placer, sur la figure ci-contre , les points
A(2;0) ; B(5;0) ; C(554) et D(2;1) .
Hachurer, sur la figure, la partie du plan, en-
semble des points M (x ,y), tels que :

2<z<5 ¢t 0<y< f(z)

Calculer I'aire, en em?2, du trapéze ABCD.

5. Quel est le signe de f(x) sur lintervalle

[2;5] 7

Déterminer une primitive
[0; 400 .

Calculer F'(5) — F(2) .

EXERCICE 4

F de f sur

On considére la fonction f définie sur IR par
f(x) = —x24+x+ 2

et Cy sa courbe représentative dans le plan muni
d’un repére orthogonal (Figure ci-contre) :

1. Préciser le signe de f(x) sur [ —1; 3].

2. Exprimer , en unité d’aire, 'aire du domaine
compris entre la courbe de f, 'axe des abs-
cisses, et les droites d’équation x = —1 et
=2 :

On suppose que 1'unité graphique est 2 cm en
abscisses et 1 cm en ordonnée.

Exprimer , en ecm? | I'aire du domaine compris
entre la courbe de f, ’axe des abscisses, et les
droites d’équation :

r=—1let =2 :

Y
Y D
2'” \

_])‘-a

d \ SN —
Ol 771 2 3 4 5 6 7 8 9

|

T

L L
3 2 10

C's sa représentation graphique dans le plan muni d’un repére

_____ T RT LTS E VTR RERR
...... R RS PP
v N |
il 7 a
o |
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EXERCICE 5

Calculer les intégrales suivantes :

L

3
(x — 4) dx
2

—2
3. / 4q® dq
0

5. /0(—2m+1)(—:c + x) dz

22242241
- dz

1 2
2. / (t - —) dt A / . / s
! £ 1 x 1 4z +5
EXERCICE 6
Utilisez la linéarité pour calculer l'intégrale I :
. /3 ( 2 3 ) d ) /3 ( 1 s 5) .
' 22 13 x . —_— T — T
2 \z?  a? . \4z + 10
EXERCICE 7
1 9 15
On sait que : I = / f(z) de = _g Calculez J= / . fz(w) dz
-1 _1

EXERCICE 8

5 7 3
On sait que : / f(z) de = —- et / f(x) de =3
0 4 0
5
Calculez / f(x) dz
3
EXERCICE 9
3 5 3
On sait que : / f(x) de = 2 et / g(x) de =10
-1 -1

3
Calculez / 8f(x) — 2g(x) dx
-1

EXERCICE 10

Indiquez , le signe des intégrales proposées, sans les calculer , a I'aide de la propriété de positivité.

CC2

d
2 +1 :c

1
L
0

2. /ol(a:2 —1) dz

3. /ls(a:2 —x) dz

EXERCICE 11

/5 w3
-3

r2 +1

z3
r2 +1

Calculer

-3
dw+/
5

dx
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EXERCICE 12

On considere la fonction f définie sur [-1 ; 4] par :

1 site[-1;2]
f(ty=<-t+3 site]2;3]
t+3 site]l3;4]

4
Calculer alors Lf(t) dt.

EXERCICE 13

On considere la fonction f définie sur [0 ; 3] par:

tsitel0;1]
ft)=41
? site [1,3]
Déterminer l'aire entre la courbe de la fonction f et I'axe des
abscisses entre 0 et 3.

EXERCICE 14

Soit fet g les fonctions définies sur ]0 : +o°[ par :
2
f(x) = % “In(x) etg(d) =xn () - x.
1. Calculer g’(x). déduire une primitive de fsur Ri.

2. Calculer Lef(x)dx.

EXERCICE 15

.On donne ci-dessous,
dans un repére orthonormé
(O; i,j), la courbe repré-
sentative € d’une fonction
f définie et dérivable sur . T @ X
Iintervalle[-2 ; 4]. On 5 ol 1 2’\3', 4
nomme A le point de €
d’abscisse —1 et B le point de ‘¢ d’abscisse 0.

e La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle
[-2;—1] et strictement décroissante sur l'intervalle [-1; 4].
e La tangente a € au point A est horizontale.

e La droite T est la tangente a € au point B et a pour équa-
tiony=-x+2.

A » 1.a)Donner lavaleurdef(-1).

b) Déterminer le signe de f(2).

c) Interpréter graphiquement f(0), puis donner sa valeur.
2. Encadrer, avec deux entiers consécutifs, l'intégrale

0
Lf(x)dx exprimée en unité d'aire.

B » La fonction f de la partie A a pour expression :

fix) = (x+ 2)e™.
1. Calculer la valeur exacte de l'ordonnée du point A.
2. Justifier par le calcul le sens de variation de la fonction f
sur l'intervalle [-2 ; 4].
3. Montrer que la fonction F définie sur l'intervalle [-2 ; 4]
par F(x) = (-x— 3)e ™ est une primitive de f.

0
4. a) Calculer la valeur exacte de l'intégrale Lf(x)dx.

b) Vérifier la cohérence de ce résultat avec celui de la ques-
tion 2. de la partie A.

EXERCICE 16

" On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = (~x + 2)e0>*
dont la courbe représentative 6 est tracée ci-dessous dans
un repere orthonormé.

A)}
A
1+
—————+— 2
-7 -6 -5 -4-3-2-10| 1 3
-2+
-3+ ¢,

1. A l'aide de la figure, justifier que la valeur de l'intégrale
2
Jo f(x)d est comprise entre 2 et 4.

2. a) On considére F la fonction définie sur R par :
F(x) = (-2x + 8)e%>
Montrer que F est une primitive de la fonction fsur R.

2
b) Calculer la valeur exacte de J-o f(x)dx et en donner une

valeur approchée & 1072 prés.
D’apres Bac ES Amérique du Nord 2013

EXERCICE 17

Aire entre deux courbes
Soit f:x+—>x2 - 8x+ 15 etg: x> -2x2 + 10x - 9 deux fonc-
tions définies sur R dont une représentation graphique est
donnée ci-dessous.

l\)/

E R

1. Déterminer la position relative de 6, et C(ég.
2. Calculer l'aire du domaine hachuré.

o

EXERCICE 18

1. En remarquant que x =x + 1 - 1, déterminer deux

% b
réelsaetbtelque ——=a+——.
x+1 x+1

1 x
2. Montrer que -[o?dx =1-1In(2).
x

EXERCICE 19

On considere la fonction f définie sur 13 ; +o[ par :

1
f(x)= .
& x2-9

1. Déterminer les réels a et b tels que

a b
= +—
x2-9 x-3 x+3

2. Calculerj.jf(x)dx.
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EXERCICE 20

On consideére lafonc-
tion h définie sur R par:
h(x)=0,5(x+ 2)(x-1)(x-4)
dont une représentation
est donnée ci-contre.

1. Déterminer le signe de

A &s

EXERCICE 25

On considere la fonction f définie sur [-1 ; 4] par :

1 site[-1;2]
f(ty=<-t+3 site]2;3]
t+3 site]l3;4]

4
Calculer alors Lf(t) dt.

hsur[-2;4].

2. Déterminer l'aire entre
la courbe de h et I'axe des
abscisses entre 1 et 4.

3. Déterminer l'aire entre
la courbe de h et I'axe des
abscisses entre -3 et 4.

o
et
T+

EXERCICE 21

On considéere la fonction f définie sur R par :
1 1 15
flx)=—x2-=x-—.
4 27 4
1. Déterminer le signe de fsur [-5 ; 6].
2. Déterminer l'aire sous la courbe de fet I'axe des abscisses

entre -5 et 6.

6
3. Calculer _f_sf(x)dx.

4. Comparer les résultats des questions 2. et 3..

EXERCICE 22

Soit fet g les fonctions définies sur ]0 : +o°[ par :
2
f(x) = % “In(x) etg(d) =xn () - x.
1. Calculer g’(x). déduire une primitive de fsur Ri.

2. Calculer Lef(x)dx.

EXERCICE 23

1. En remarquant que x =x + 1 - 1, déterminer deux

% b
réelsaetbtelque——=a+—.
x+1 x+1

1 x
2. Montrer que -[o?dx =1-1In(2).
x

EXERCICE 24

On considere la fonction f définie sur 13 ; +oo[ par :

1
f(x)= .
& x2-9

1. Déterminer les réels a et b tels que

. a b
x2-9 x-3 x+3

2. Calculerj.jf(x)dx.

EXERCICE 26

On considere la fonction f définie sur [0 ; 3] par:

tsite[0;1]
f(t)=41
? sitel[1,3]
Déterminer l'aire entre la courbe de la fonction f et I'axe des
abscisses entre 0 et 3.

EXERCICE 27

.On donne ci-dessous,
dans un repére orthonormé
(O; i,j), la courbe repré-
sentative € d’une fonction
f définie et dérivable sur . T @ X
Iintervalle[-2 ; 4]. On 5 ol 1 2’\3', 4
nomme A le point de €
d’abscisse —1 et B le point de ‘¢ d’abscisse 0.

e La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle
[-2;—1] et strictement décroissante sur l'intervalle [-1; 4].
e La tangente a € au point A est horizontale.

e La droite T est la tangente a € au point B et a pour équa-
tiony=-x+2.

A » 1.a)Donner lavaleurdef(-1).

b) Déterminer le signe de f(2).

¢) Interpréter graphiquement f(0), puis donner sa valeur.
2. Encadrer, avec deux entiers consécutifs, l'intégrale

0
Lf(x)dx exprimée en unité d'aire.

B » La fonction f de la partie A a pour expression :

flx) = (x+ 2)e ™.
1. Calculer la valeur exacte de l'ordonnée du point A.
2. Justifier par le calcul le sens de variation de la fonction f
sur l'intervalle [-2 ; 4].
3. Montrer que la fonction F définie sur l'intervalle [-2 ; 4]
par F(x) = (-x— 3)e ™ est une primitive de f.

0
4. a) Calculer la valeur exacte de l'intégrale Lf(x)dx.

b) Vérifier la cohérence de ce résultat avec celui de la ques-
tion 2. de la partie A.
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EXERCICE 28

" On considere la fonction f définie sur R par:
f(x) = (~x + 2)e0>*
dont la courbe représentative ‘€ est tracée ci-dessous dans
un repere orthonormé.

A)}
A
1+
—————+— 2
-7 -6 -5 -4-3-2-10| 1 3
-2+
-3+ ¢,

1. A l'aide de la figure, justifier que la valeur de l'intégrale
2
Jo f(x)d est comprise entre 2 et 4.

2. a) On considére F la fonction définie sur R par :
F(x) = (-2x + 8)e05*

Montrer que F est une primitive de la fonction fsur R.
b) Calculer la valeur exacte deJ- x)dx et en donner une

valeur approchée & 1072 prés.
D’apres Bac ES Amérique du Nord 2013

EXERCICE 29

On consideére deux fonctions fet g

définies sur R par :
3 1
filx)==x et =——x+1.
(20) 4x gl(x) 4x

Les courbes représentatives 6, et <€g de ces deux fonctions
ont été tracées sur la figure suivante.

B

1. Résoudre f(x) > g(x) sur R.

2. Déterminer l'aire du triangle ABC.

2. Déterminer l'aire entre les deux droites représentant les
deux fonctions entre 2 et 7.

EXERCICE 30

Aire entre deux courbes
Soit f:x+—>x2 - 8x+ 15 etg: x> -2x2 + 10x - 9 deux fonc-
tions définies sur R dont une représentation graphique est
donnée ci-dessous.

l\)/

21
/
2 &K S

-1+

o
—

1. Déterminer la position relative de 6, et C(ég.
2. Calculer l'aire du domaine hachuré.

EXERCICE 31

Quelle forme
de plage pour la piscine
Un organisme de vacances souhaite ouvrir un nouveau
centre avec une piscine bordée de sable.
Il dispose d’un espace rectangulaire de 25 métres de lon-
gueur sur 14 métres de largeur et souhaite que la piscine
et la « plage » se partagent 'espace comme indiqué sur le
schéma ci-dessous.

La bordure est modélisée par la fonction f définie par:
fix) = (5x + 7)e 02,

PLAGE

1 13 5 17 19 21 23 25

o
-
w
;]

1. Montrer que F(x) = (-25x - 160)e %% est une primitive de f.

2. Quelle est I'aire en m? de la zone hachurée représentant
la piscine ?

3. Lorganisme décime de remplacer cette piscine par une
piscine rectangulaire de 25 métres de longueur et de méme
superficie. Quelle en sera la largeur arrondie au dixieme

de métre ?
D’apres Bac ES 2018
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(1) M.DJAVAHERI

a Relier les notions d'intégrale et de primitive

A » Intégrale d'une fonction affine

On considere la fonction f(r}=£t+ 2 sur R*. M est un point de l'axe des abscisses de
coordonnées (t; 0) et N le point ?ae la courbe de fd'abscisse t.

1. Montrer que l'aire (t) du trapeze AMNB est égale a 5{(t) = %tz -3

2. Exprimer a l'aide d’une intégrale cette aire sous la courbe de la fonction fentre 0 et t.

3. Calculer la dérivée de la fonction &. Quel lien peut-on faire entre la fonction fet & ?

B » Intégrale de la fonction racine carrée

On considére la fonction f définie sur R, par f(t) = Jt et dont la courbe représentative est notée €. Soit un réel
x>0, on désigne par f_la surface sous € pour 0 < t < x. On note sd(x) I'aire de la surface & .

1. Justifier la notation d(x) = I:Jf dt.
2. Soit h un nombre réel tel que x+ h € R,.
a) Sih > 0, représenter I'allure de € ainsi que la surface d'aire sl(x + h) — s{(x).

b) En encadrant cette aire, démontrer que J; = sloc + T = ) < ,/x +h.

Alx + h) - d(x)
h

¢) Déterminer de méme un encadrement de lorsque h < 0.

3. Démontrer que x+— J(x) est dérivable pour tout x > 0 et en donner la fonction dérivée.

Que peut-on alors dire de la fonction x — J‘;J;dr ?
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

sode
E_Déterminer une intégrale par calcul d'aire

R Y

Enoncé
Calculer les intégrales suivantes.
6 4
a) [ 0,5xdx b) [ (3-0,5x)dx

il Solution | [ Conseils & Méthodes |}

a) On trace la courbe représentative de f définie par f(x) = 0,5x ﬂ gq Tracer la courbe

sur [0 ; 6] et fest une fonction linéaire continue et positive 3T 1 1 ] |8 representative
sur [0; 5]. ﬂ 2l - ./'/ de fonction fdans

6 - - - un repére orthogonal
_[0 0,5xdx est donc |'aire du triangle rectangle OAB. ﬂ » et identifier

rece 1D OAXOB 6x3 Q Al X le domaine sous
Dou .[o 0,5xdx = 5 = 5 =9. 5 & la courbe.

b) On trace la courbe représentative de g définie par
g(x) =3 - 0,5x sur [-2 ; 4] et on identifie le domaine
sous la courbe.

est continue et
positive sur l'intervalle
défini par les bornes

4
g est continue et positive sur [-2 ; 4] et .[,23 - 0,5xdx de lintégrale.

est |'aire du trapéze ABCD. H

T AD X (AB+DC) 6x(4+1)
Douj’_2(3-0,5x)dx= = — =15 [

Déterminer aire
du domaine sous
la courbe

Tecsevescscnee ssseenvscssse”

SO0 END 00 RSO RIORBORORIRRABOERBROBR0DERBRR

ﬂVérifier que la fonction
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

25ode
Eﬂ Estimer une intégrale par la méthode des rectangles

---------------------------------------------------------------------------

Enoncé

6
En divisant l'intervalle [1 ; 6] en 5 intervalles de méme amplitude, encadrer L In(x)dx. AT
onseils & Méthodes

m : ﬂTracer la courbe

' ' . représentative
ﬂ 2 J S . (- 5 J Nt ¢ defonction
PR - e - - _ . fettracer
x |77 X . lesrectangles
o 3 3 4 5 0 2 3 4 & o inférieurs
' /i e ¢ | /i t ? ¢ | :  etsupérieurs.
,=0+In(2)+In(3) +In(4) + In(5) A =In(2) +In3) +In(4) +In(5) +In(6) : Ca!culer laire
o, =1n(120) o =In(720) ¢ "desrectangles

«inférieurs »
et «supérieurs »,

B On en déduit In(120) < L‘S f(x)dx <1In(720).
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

‘A

Enoncé

Calculer les intégrales suivantes. - ;
1 B Conseils & Méthodes [

dx

a}j (-x2 +3x +4)dx b)j

+2x ﬂ Chercher une primitive de f

notée F.

il solution

Calculer l'intégrale c'est calculer
a) La fonction x+— —x? + 3x + 4 admet pour primitive la fonction

F(8) - F(-1).

269

4
F:x|—>—lx3 +Ex2 +4x. ﬂr(_xz +3x+4)dx=[—lx3+ix2 +4x] == Un candidat primitive est In (v).
3 2 -1 3 2 ., 6

2x 2
(In(v(x)) = s
primitive deg P

d'olu une

. On reconnait une EXPTE‘SSiOH

b) Soit h définie sur [1; e] par h(x) = ——"
B Py

ressemblant & L-avec v(x) = X2 + 2x et V(x) = 2x + 2 = 2(x + 1).Donc une primitive est
v

H:Hi%x)= % x In(x2 +2x) est une primitive de h. ﬂ

e secesNROsERRRERIRIRRRSIRRRRREN
R N A R R R TN

“ Calculer H(e) = H(1).

*evsssssssssssvsssssnsnossssnnsnos”

e

Ie x+1
1 x24+2x

dx=[%xln(x2+2x):| =%xln(e2+2e)u%xln(2)=1+eg%|n2 !

1
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

. .
5 Utiliser la relation de Chasles

R R R Y

Enoncé

Soit la fonction f, continue sur R et définie par f{x)=

f est une fonction continue sur R, elle est donc intégrable. f} f(x)dx = jif(x)dx + _[;f(x)dx

{—x+1 six<0

5
. ; Déterminer_[ f(x)dx.
e* six=0 =

0 0 2 I
I_Bf(x)dx = I_B(—x+1)dx={—x7+xl3 -75 B

j; F(x)dx = jﬂs e*dx =[e*]5 =5 ~1 ] Onen dedhut jz f(x)dx = 6,5 + €5,

math-javahery.blogspot.fr

Conseils & Méthodes

ﬂ Décomposer
l'intervalle
d'intégration [-3 ; 5]
en intervalles sur
lesquels la fonction
ne change pas
d'expression.

ﬂCaIculer chaque
intégrale séparément.

#eccsesssssnesssnsssnnssen”



EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4)

Valeur moyenne

M.DJAVAHERI

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b], on appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le nombre

b
réel ptel que:p = "bLJ-a f(x)dx
-a

(Remarque Interprétation graphique dans le cas d’une fonction
continue positive

Lorsque fest une fonction positive, on peut dire que I'aire sous la courbe
de la fonction fentre a et b est donc égale a l'aire du rectangle ABCD de
« largeur » b — a et de « hauteur » 1.

math-javahery.blogspot.fr
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

5B Déterminer la valeur moyenne d’une fonction

I R T A R T R N T R TEIXIIEEY

Enoncé .
: . e 1 8 Conseils & Méthodes [

Soit fla fonction définie sur R par f(x) =—. %
X H Appliquer la formule de la

1. Déterminer la valeur moyenne m de la fonction f sur [2 ; 5]. moyenne.

2. Donner une interprétation géométrique. - .
P 9 9 Vérifier que la fonction fest

m positive pour interpréter la
:  valeur moyenne.

1. f est continue, m-—xf —dx. HOrJ —dx [In(x)1; —ln[ ) doncm=1|n—.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
(3
®
.
®
]
.
.
.
L
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

2. La fonction f est positive. ﬂ La valeur moyenne calculée est la longueur d'un rectangle de largeur 3 qui a la méme aire

que le domaine sous la courbe sur [2 ; 5].

math-javahery.blogspot.fr
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

Sode
=) calcul d'aire i 'aide d'une intégrale

Enoncé

Soit f définie sur R par f(x) = x% - 4. Calculer :
a) l'aire sd comprise entre la courbe et I'axe des abscisse entre
les droites d'équations x =-2 et x= 2.

b) I'aire % comprise entre la courbe et I'axe des abscisse entre
les droites d'équations x =-5etx=1.

C ils & Méthod
a) f est négative entre -2 et 2. ﬂ.sﬂ:—ﬁ(xz—‘i)dx RSN -ONSElls & MEINoCtes iy

, Déterminer le signe de f(x) entre -2 et 2.
Une primitive de x” - 4 est x? — 4x donc

‘s£=—'[2(x1—4)dx=—[x—3—4x} =-[-8+§]+[8-§)=£
2 = L 3 3)73

b) f est positive sur [-5 ; -2] et négative sur [-2; 1]. ﬂ

Ecrire I'égalité entre aire et intégrale.
f étant négative, c'est l'opposé de
I'intégrale de f qui est égale a l'aire

ﬂ Décomposer l'intervalle [-5; 1] en
sous-intervalles sur lesquels la fonction
est de signe constant, puis calculer
I'intégrale ou son opposé sur chacun
des intervalles.

P eeesesscensctesssasssatssboesotendoRnsose”

’ 3 -2 3 1
B= [ (2 - 4)dx - [ (2 - 4)dx - [x? - 4x] e [x? s 4x] 3 =36.

5 =2

R T
L R Y N
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

ode
2 7 .
Calculer une aire entre deux courbes

O R R N )

Enoncé
Soit fet g deux fonctions définies sur R par:
flx)=x2-4etg(x) = (x2-4)(x+1).

Déterminer l'aire 54, en u.a., du domaine compris entre
les courbes représentatives de f et de g sur l'intervalle [-2 ; 2].

i Solution i

fx) - glx) =x2 =4 - (x>~ 4)(x + 1) ﬂ
) — g(2) = (02 - 4)(1 — x - X)

flx) = g(x) = —x(x* - 4)

On en déduit le tableau de signes suivant.

" -2 0 2

£-4 |o - =B = 0
y S

fix)-glx) | O -~ 0 % 0

st au-dessus e € sur [0; 2 etendessous sur [-2,0) [y +oeeeeeeeeees [ Conscils & Méthodes NSNS

ﬂ Déterminer le signe de f(x) - g(x)
pour connaitre la position relative
des deux courbes.

A = f;(g(x)— f(x))dx + _[:(f(x)—g(x))dx E
st I_"Zx(xz =4} J: _x(x - 4)dv A

o] [z
4 |, 4 |

PR e

Ecrire une égalité entre intégrales et aire
en décomposant l'intervalle initial suivant
le signe def-g.

sesesscssneBRRREe

ﬂCaIculer les intégrales.

A R R

seoseae

+ a4 ad Theme &
ﬂ:Su_a- llllll I R R R R R R R R R R R R R R R R N R R RN R NN ]
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

3¢‘°de
En Interpréter une intégrale

Enoncé

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0,5; 18] par: flx) =4In(3x+ 1) - x+ 3.

1. On note F la fonction définie sur l'intervalle [0,5 ; 18] par: F(x) = %(3:4‘ +NIn(3x+1) - %2 - X.

a) Vérifier que F est une primitive de fsur [0,5; 18].

b) Calculer la valeur exacte de l'intégrale _Lsf(x}dx et donner une valeur approchée de cette intégrale a 107" pres.

2. On admet que le bénéfice réalisé par une entreprise lorsqu‘elle fabrique x centaines de piéces est égal a f(x),
en milliers d'euros, pour une production comprise entre 50 piéces et 1800 piéces.

Déterminer la valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie entre 100 et 800 piéces. On donnera
une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros prés.

¥4
1.a) F(x) =i(3x +1)InBx +1) = 2 — x est dérivable sur [0,5 ; 18] et
3 2 LA R A R BN R B conseilS&MéthOdes LA R NN R NN

4 2x
F(x)=—@Bx +1 4] N-—-1 On calcule la dérivée de F
(¥)=5Bx +Dx +4In@x +1)-= 1

D’aprés Bac ES 2012

3x+1
HOn étudie les unités du probleme.
Fx)=4+4InBx+ 1)-x-1 =

=4 Theme 1

F'(x) = f(x) AR AT B e e
F est une primitive de fsur [0,5 ; 18].

b) jf f(x)dx = F(8) - F(T) = %h(ZS) = i; =

sssssscsssse
“ssessessssns

16 1 100 16
8-—In(4)+—+1=—In(25)-—In(4) - 38,5.

e 5 i25) = —hi(4)
[ flx)dx = 61,4210 pres
2. X est exprimé en centaines de piéces donc une production entre 100 et 800 piéces corresponda 1 = x < 8. ﬂ

La valeur moyenne de la fonction f est égale a p. = SL_IJ-]af(x)dx ou encore . = s In(25) - %ln (4)-38,5

7 3
f s'exprime en milliers d'euros donc 1 = 8,772 755 milliers d'euros ou 1 = 8 772,755 euros. ﬂ

Une valeur approchée de ce bénéfice & 100 euros prés est 8 700 euros.
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(4) M.DJAVAHERI

Définition de l'intégrale Aire sous la courbe d'une fonction positive

e Définition e Calcul exact
b
[ fGadx =[FGa = F(b) - Fla)
» Relation de Chasles
c b c
L f(x)dx = L Fx)dy + jb f(x)dx
J\y
£ 9] . = : x
a o 7 & c « Estimation : méthode de rectangles
q 3 RABRE - RYABEEE
i - —1
| X x
b
lim .= lim A _=| f(x)d
|-1=—1 Ibf(x)dx n—[)Tw ' n»-l-)Tac F Ja (£hele
b-aa L .
J\y y:f(X}
g Elyj Cy=u
.
%/ Z % X
Al@;0) O R B(b; 0)
k )
Aire sous la courbe
: d’'une fonction négative
Aire entre deux courbes
b
b -| f(x)dx
[ (gx) - fx)dx a
e — Ay
y A (G—f
;/.g_\
/ = X
GNQ/E}?
Cgf
A ) \ J
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EXERCICE 32

Primitives de fonctions usuelles
Choisir la bonne réponse.

1
1. Une primitive de x — T surl=10;+[ est:
X

[@lx—x [Blx—2Jx [x—-x Exeﬁ

2. Une primitive de x — 3x% + x+ 1 sur R est
1
[Alx—3+x2+x IExHx3+Ex2+x

1
[Clx—3x8+x2+x @x'—>3x3+5x2+x

1
3. Une primitive de x = —sur ]0 ; + o[ est :
X

-1

[@lx—— I'LO—]xv—>l [Clx—1In(0 @x'—ﬂn(l)
X x x

2
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