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Primitives, équations différentielle COURS (1/3) M.DJAVAHERI

1 Définition : Fonctions primitives.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR.

On appelle primitive de f sur I toute fonction F définie
et dérivable sur I vérifiant

F ′(x) = f(x) pour tout x ∈ I.

Remarque :
On ne parle pas de LA primitive, mais DES primitives de f .

3 Equation différentielle.

Si F est une primitive de f sur I, alors F est une solution
de l’équation

y′ = f

appelée équation différentielle dont l’inconnue est la fonc-
tion y

3 Lien entre les primitives.

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et
F une primitive de f sur I .

Alors f admet une infinité de primitives sur f qui sont
toutes de la forme

x 7→ F (x) + k, k ∈ R.

3 Lien entre les primitives.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I ,avec
x0 ∈ I et y0 ∈ IR .

♦ L’équation différentielle y′ = f admet une unique

solution F sur I telle que F (x0) = y0

♦ Il existe une unique primitive F de f sur I telle que
F (x0) = y0

3 Propriété.

Soient F une primitive d’une fonction f et
G une primitive d’une fonction g sur I.

♦ La fonction f + g admet comme primitive sur I la
fonction F + G.

♦ La fonction αf ( avec α ∈ IR) admet comme primi-
tive sur I la fonction αF .

3 Equation différentielle : y′ = ay

L’équation :

(E0) y′ = ay

admet pour solutions les fonctions définies sur IR par

fk(x) = keax

où k est un nombre réel.

3 Propriété

Pour tous réels x0 et y0 l’équation

(E0) y′ = ay

admet une unique solution f telle que

f(x0) = y0

3 Equation différentielle : y′ = ay

Les solutions sur IR de l’équation différentielle

(E) y′ = ay + b

, où a et b désignent des nombres réels non nuls, sont les
fonctions définies sur IR par :

fk(x) = keax −
b

a

où k est un nombre réel.
Remarques :

La fonction constante g : x 7→ −
b

a
est une solution particu-

lière de l’équation.

Autrement dit , les solutions de l’équation

(E) y′ = ay + b

s’obtiennent en ajoutant une solution particulière constante

g de (E) aux solutions de l’équation associée y′ = ay.
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Primitives, équations différentielle COURS (2/3) M.DJAVAHERI

La fonction usuelle Ses primitives

f(x) = 1 F (x) = x+ k avec k ∈ IR

f(x) = xn avec x ∈ IR si n ∈ IN∗

et x 6= 0 si − n ∈ IN
F (x) =

xn+1

n + 1
+ k avec k ∈ IR

f(x) =
1

x
avec x > 0 F (x) = lnx + k avec k ∈ IR

f(x) =
1

x2
avec x 6= 0 F (x) = −

1

x
+ k avec k ∈ IR

f(x) =
1

√
x

avec x > 0 F (x) = 2
√
x + k avec k ∈ IR

f(x) = ex F (x) = ex + k avec k ∈ IR

f(x) = sinx F (x) = − cosx + k avec k ∈ IR

f(x) = cosx F (x) = sinx + k avec k ∈ IR
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Primitives, équations différentielle COURS (3/3) M.DJAVAHERI

1 Définition : Unité d’aire

Soit
(

O;
−→
ı ,

−→


)

un repère orthogonal du plan.

On note I et J les points tels que :
−→
OI =

−→
i et

−→
OJ =

−→
j

L’unité d’aire , que l’on note u.a. est l’aire du rectangle
OIKJ .

O I

K

−→
i

J

−→
j 1 u.a.

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle
I = [ a; b ].
On appelle intégrale de f sur I l’aire du domaine délimité
par :

♦ la courbe représentative Cf de f ,

♦ l’axe des abscisses et

♦ les droites d’équations x = a et x = b.

On note alors cette intégrale :
∫ b

a

f(x) dx

Cette aire est exprimée en unités d’aire ( u.a.), qui corres-
pond à l’aire du rectangle de côtés OIKJ

∫ b

a

f(x)dx

x = a x = b
0

Cf

3 Relation de Chasles.

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [ a; b ] de IR
et c ∈ [a; b ], alors :

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

f(x) dx

∫ c

a

f(x) dx
∫ b

c

f(x) dx

a c bCf 0

6 Valeur moyenne.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b ] de IR,
on appelle valeur moyenne de f sur [ a ; b ] le nombre réel
µ défini par :

µ = 1
b−a

∫ b

a

f(x) dx

Interprétation graphique :

Dans le cas où f est positive sur [a ; b ] :

Le réel µ est le réel pour lequel l’aire délimitée par la courbe

représentative C de f , l’axe des abscisses et les droites

d’équation x = a et x = b est égale à l’aire du rectangle

dont les côtés ont pour mesures b − a et µ .

0a b

µ

0a b

8 Linéarité.

Soient f et g deux fonctions continues sur [ a; b ] de IR et
λ un nombre réel, alors :

♦

∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx +

∫ b

a

g(x) dx

♦

∫ b

a

λf(x) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx .

9 Positivité.

Soit f et g des fonctions continues sur un intervalle [ a; b ]
de IR .

♦ Si f est positive sur [ a; b ] , alors

∫ b

a

f(x) dx ≥ 0

♦ Si pour tout x ∈ [ a; b ], f(x) ≤ g(x) , alors

∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx

.
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Primitives, équations différentielle. (1/4) M.DJAVAHERI

ACTIVITÉ 1

On considère les fonction f , F1, F2, définie sur IR par :

♦ f(x) = 3x2 − 2x

♦ F1(x) = x3 − x2 + 1

♦ F2(x) = x3 − x2 − 4

1. Déterminer les dérivées des fonctions F1 et F2 .

2. Comparer f et F ′

1 puis f et F ′

2 .

3. Déterminer la dérivée de la fonction F définie sur IR par : F (x) = x3 − x2 + c

où c est une constante réelle quelconque.

4. Vérifier que les fonctions F1 et F2 différent d’une constante dont on précisera la valeur.

5. Trouver deux autres fonctions F3 et F4 telles que pour tout x de IR :

F ′

3(x) = f(x) et F ′

4(x) = f(x)

EXERCICE 1

Dans chaque cas, vérifier que F est une primitive de f .

1. f (x) = x3 − x2 + 4x; F (x) = x
4

4
− x

3

3
+ 2x2

2. f (x) = − 2x
(x2+1)2

; F (x) = 1
x2+1

− 5

EXERCICE 2

On considère les fonctions f et F , définie sur IR par :

♦ f(x) = 6x − 5

♦ F (x) = ax2 + bx + c

On se propose de déterminer les trois nombres réels a , b et c tels que :

F ′(x) = f(x) (1)

F (2) = 1 (2)

1. Calculer la dérivée F ′ de la fonction F .

2. En utilisant la condition (1) , déterminer les nombres réels a et b en procèdent par identification.
En déduire une expression de F (x).

3. En utilisant la condition (2) , déterminer le nombre réel c. En déduire l’expression de F (x).

4. Vérifier l’égalité F ′(x) = f(x) en calculant la dérivée de F .

Primitives des fonctions usuelles

La fonction usuelle Ses primitives

f(x) = · · · · · · F (x) = · · · · · · · · · · · · avec k ∈ IR

f(x) = · · · · · ·
avec x ∈ IR si n ∈ IN∗

et x 6= 0 si − n ∈ IN
F (x) = · · · · · · · · · · · · avec k ∈ IR

f(x) = · · · · · · avec x > 0 F (x) = · · · · · · · · · · · · avec k ∈ IR

f(x) = · · · · · · avec x 6= 0 F (x) = · · · · · · · · · · · · avec k ∈ IR

f(x) = · · · · · · avec x > 0 F (x) = · · · · · · · · · · · · avec k ∈ IR

f(x) = · · · · · · F (x) = · · · · · · · · · · · · avec k ∈ IR
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Primitives, équations différentielle. (2/4) M.DJAVAHERI

EXERCICE 3

EXERCICE 4

EXERCICE 5

EXERCICE 6

EXERCICE 7

EXERCICE 8

EXERCICE 9

EXERCICE 10

EXERCICE 11
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Primitives, équations différentielle. (2/4) M.DJAVAHERI

ACTIVITÉ 2

PARTIE A : L’équation : y′ = y

1. Quelle fonction usuelle et non nulle est solution de l’équation : y′ = y ?

2. Si une fonction f est solution de l’équation différentielle y′ = y , la fonction kf , où k est un nombre réel quelconque,
est-elle aussi solution de l’équation : y′ = y ?

3. En déduire d’autres solutions de : y′ = y.

PARTIE B : L’équation : y′ = ay avec a un nombre réel.

1. Vérifier que la fonction x 7→ e3x est solution de l’équation : y′ = 3y.
En déduire d’autres solutions de l’équation.

2. Proposer des solutions des ’équations : y′ = 5y et y′ = −y .

3. Associer chaque fonction f ci-dessous à sa courbe représentative et donner l’équation différentielle dont elle est solution.

a. f(x) = −3e3x

b. f(x) = 0, 5ex

c. f(x) = 0, 5e−x

d. f(x) = 0, 5e−2x

e. f(x) = −3e−2x

f. f(x) = 0, 5e−0,1x

PARTIE C : L’équation : y′ = ay + b avec a et b des nombres réels.

1. En remarquant que l’équation différentielle y′ = 3y + 5 se ramène à l’équation différentielle :

(E)

(

y +
5

3

)

′

= 3

(

y +
5

3

)

montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si la fonction f +
5

3
est solution de y′ = 3y.

2. On considère l’équation différentielle y′ = ay + b avec ma et b des nombres réels.
Quelles solutions peut-on donner à cette équation ?
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Primitives, équations différentielle. (3/4) M.DJAVAHERI

Solution d’une équation différentielle

EXERCICE 12

(E) est l’équation différentielle : y′ = 2 + e−x

Dans chaque cas vérifier si la fonction définie sur IR

est solution de (E)

1. f(x) = (2x+ 1)e−x

2. g(x) = 2x− e−x

Pour vérifier si une fonction f est so-
lution de l’équation différentielle (E)
, on calcule f ′(x) et on vérifie si
f ′(x) = 2 + e−x

Méthode

Résoudre : y′ = ay

EXERCICE 13

(E) est l’équation différentielle : 2y′ + 3y = 0

1. Résoudre (E) sur IR.

2. Déterminer la solution f de (E) telle que
f(4) = 1

♦ On commence par se ramener
à une équation différentielle du
type :

y′ = ay

♦ Parmi toutes les solutions de
(E), on cherche l’unique solution
qui vérifie la condition initiale

f(4) = 1

Méthode

Résoudre : y′ = ay + b

EXERCICE 14

(E) est l’équation différentielle : y′ = 4y − 5

1. Déterminer la fonction constante g solution
particulière de (E).

2. Résoudre alors (E) sur IR.

3. Déterminer la solution h de (E) telle que

h(2) =
1

4

Pour résoudre : y′ = ay + b

♦ On détermine la solution
constante de y′ = ay + b :

g(x) = −
b

a

♦ On résout : y′ = ay :

yk = keax

♦ Par addition , on en déduit les
solutions de y′ = ay + b :

fk(x) = keax −
b

a

Méthode

EXERCICE 15

1. Résoudre chaque équation différentielle :

a. (E1) y′ + 1
3
y = 0

b. (E2) y′ − 5y = 10

2. Afficher les courbes représentatives de trois so-
lutions de (E1) à l’écran de la calculatrice.

EXERCICE 16

On considère l’équation : (E) : y′ − 2y = 0.

On note :

♦ f la solution de (E) vérifiant : f(0) = 1

♦ g la solution de (E) vérifiant : g(0) = 2.

1. Déterminer les expressions de f et g.

2. Donner les tableau de variations de f et g.

3. Tracer dans un repère orthonormé les courbes C et C′ représentatives de f et g.

4. Sur le graphique, tracer la droite ∆ d’équation y = 2.

On note A et B les points d’intersection de ∆ avec C et C′.

a. Déterminer les coordonnées des points A et B.

b. Tracer sur le graphique les tangentes à C et C′ en A et B.

c. Déterminer les coefficients directeurs de ces deux tangentes.
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EXERCICE 17

EXERCICE 18

EXERCICE 19

EXERCICE 20

EXERCICE 21

EXERCICE 22

EXERCICE 23
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Primitives, équations différentielle. (Hors série) M.DJAVAHERI

EXERCICE 24

Pour chacune des fonctions f proposés, déterminer une primitive F sur IR.

1. f(x) = −3ex + 2x3 − 5x2 + 10x + 11

2. f(x) = (6x + 8)e3x
2+8x+2

3. f(x) =
10x

5x2 + 9

4. f(x) = 2(4x2 + 7)(x4 + 7x)

EXERCICE 25

La courbe CF suivante, est la courbe représentative d’une primitive F sur IR d’une fonction f .

-1

1

1 2 3 4 5-1-2-3 0 x

y

CF

1. Une des trois courbes ci-dessous est la courbe représentative de la fonction f . Déterminer laquelle en justifiant.

-1

1

1 2-1-2-3 0 x

y

Courbe C1

-1

1

1 2 3 4-1 0 x

y

Courbe C3

-1

1

1 2 3-1-2 0 x

y

Courbe C2

2. On admet la fonction F définie sur IR par F (x) =
2

x2 − 2x+ 2
+ k est une primitive de la fonction f .

A l’aide du graphique la valeur de k ,puis donner l’expression de F (x).

EXERCICE 26

PARTIE A

On considère l’équation différentielle :

4y′ − 7y = 0

1. Résoudre cette équation différentielle.

2. Déterminer la solution de f telle que : f(2) = e

3. Calculer f ′(x) puis étudier les variations de f sur IR.

4. Déterminer la valeur de x pour laquelle : f(x) = 10

PARTIE B

Déterminer les solutions de l’équation différentielle :

y′ = 4y − 7

puis trouver la solution qui s’annule en 3.
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EXPONENTIELLE : Exercices corrigées avec méthode(1) M.DJAVAHERI
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EXERCICE 27
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Primitives, équations différentielle. (Hors série) M.DJAVAHERI

EXERCICE 28

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a ; b], et soit C sa courbe représentative dans un repère orthogonal.

Le nombre
∫ b

a
f(x)dx est égal à l’opposé de l’aire du domaine situé entre l’axe des abscisses et la courbe C sur [a ; b].

♦ Si pour tout x de [a ; b], f(x) > 0, alors :

∫ b

a

f(x)dx > 0.

♦ Si pour tout x de [a ; b], f(x) 6 0, alors :

∫ b

a

f(x)dx 6 0.
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EXERCICE 29

Soit la fonction f définie sur IR par :

f(x) =
e2x

1 + ex
.

Sa courbe représentative sur [−3 ; 2] est donnée ci-dessous :

1. A l’aide du quadrillage, donner une valeur approchée de

∫ 1

−2

f(x)dx au dixième.

2. Montrer que f(x) = ex − ex

1 + ex
.

3. En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée à 10−4 prés de

∫ 1

−2

f(x)dx.

-2 -1 0 1

1

2

1. On peut compter entre 138 et 140 petits carreaux dans le domaine colorié.

Or, 1 petit carreau correspond à 0, 1× 0, 1 = 0, 01 unité d’aire.

140× 0, 01 = 1, 4 donc on peut écrire que

∫ 1

−2

f(x)dx ≈ 1, 4

2. ex − ex

1 + ex
=

ex
(

1 + ex
)

1 + ex
− ex

1 + ex

=
ex + e2x − ex

1 + ex

=
e2x

1 + ex

= f(x).

3.

∫ 1

−2

f(x)dx = F (1)− F (−2), avec F (x) = ex − ln
(

1 + ex
)

= e1 − ln
(

1 + e1
)

−
[

e−2 − ln
(

1 + e−2
)]

= e− ln(1 + e)− e−2 + ln
(

1 + e−2
)

∫ 1

−2

f(x)dx = e− e−2 + ln

(

1 + e−2

1 + e

)

A la calculatrice, on trouve

∫ 1

−2

f(x)dx ≈ 1, 3966 .
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Numéro 1
Numéro 2
Numéro 3
Numéro 4
Numéro 5
Numéro 6
Numéro 7
Numéro 8
Numéro 9
Numéro 10

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive F de la fonction f définie sur IR

a. f(x) = 3x2 +
1

2
b. f(x) = x3 − 4x+

√
2

c. f(x) =
x2

2
− x

3
+ 1

2. Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive F de la fonction f définie sur ]0; +∞[

a. f(x) = 3x+
3

x2 b. f(x) =
x3 − 2x2 + 1

x2
c. f(x) =

√
x− 2√
x

EXERCICE 30

Dans chacun des cas suivants, calculer la primitive F de la fonction f qui vérifie la condition donnée.

1. f est définie sur IR par f(x) = x2 − 5x− 1 et F

(

−1

2

)

=
1

2
.

2. f est définie sur IR par f(x) = 3x2 − 5x+
1

2
et F (1) = 0.

3. f est définie sur ]0; +∞[ par f(x) = x− 1

x2
+ 1 et F (1) = 2.

4. f est définie sur ]0; +∞[ par f(x) = x3 +
2

x2
et F (1) = −1

4
.

5. f est définie sur ]0; +∞[ par f(x) = 2x3 − 1− 1

x2
et F (1) = 1.

EXERCICE 31

Soit F et G les fonctions définies sur ]− 1;+∞[ par : F (x) =
x2 + x+ 1

x+ 1
et G(x) = x− 2 +

1

x+ 1
Montrer que F et G sont deux primitives sur ]− 1;+∞[ d’une même fonction f que l’on précisera.

EXERCICE 32

Soit f la fonction définie sur

]

1

2
;+∞

[

par f(x) =
2x2 − 4x

(2x2 + x− 1)2

1. Montrer que la fonction G définie sur

]

1

2
;+∞

[

par G(x) =
2x2

2x2 + x− 1
est une primitive de la fonction f .

2. a. Déterminer la primitive F de f sur

]

1

2
;+∞

[

telle que F (1) = 0

b. Etudier les variations de la fonction F .

c. Déterminer une équation de la tangente à la courbe représentative de la fonction F au point d’abscisse 1.

EXERCICE 33

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive F de la fonction f .

a. f est définie sur

]

1

2
;+∞

[

par f(x) =
3

(2x− 1)3
.

b. f est définie sur IR par f(x) = (x+ 1)(x2 + 2x− 3)3.
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c. f est définie sur ]1; +∞[ par f(x) =
x

(x2 − 1)2
.

2. Dans chacun des cas suivants, calculer la primitive F de la fonction f qui vérifie la condition donnée.

a. f est définie sur

]

1

2
;+∞

[

par f(x) =
4

(1 − 2x)2
et F

(

3

2

)

= −1

2
.

b. f est définie sur IR par f(t) = sin (2t) et F
(π

6

)

= 0.

EXERCICE 34

1. Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur IR par f(t) = 6 cos
(

3t+
π

6

)

.

2. La fonction F définie sur IR par F (t) = −2 sin (2t) est-elle une primitive de la fonction f définie sur IR par f(t) =

2 sin
(

2t− π

2

)

?

EXERCICE 35

On a tracé ci-dessous, dans le plan muni d’un repère orthogonal, les courbes Cf et Cg représentatives de deux fonctions f et
g définies et dérivables sur IR.
La droite D est tangente à la courbe Cf au point A(−1; 0) et passe par le point de coordonnées (−3; 1) .

1 2 3 4-1-2-3-4-5 0

1

2

x

yD

A

C

B

Cf

E

F

Cg

b b

1. Par lecture graphique :

a. Déterminer g′(−1) et f ′(−1).

b. Une des deux fonctions est la dérivée de l’autre, déterminez laquelle en justifiant votre choix.

2. g est la fonction définie sur IR par g(x) =
8x

(x2 + 3)
2
.

a. Déterminer une primitive de la fonction g.

b. En déduire que f est la fonction définie sur IR par f(x) = 1− 4

x2 + 3
.

3. Calculer la limite de f en −∞ et en +∞. Interpréter graphiquement ces résultats.

4. Etudier les variations de la fonction f .

5. Déterminer une équation de la tangente à la courbe Cf au point B. La tracer sur le graphique précédent.

EXERCICE 36

La courbe CF suivante, est la courbe représentative d’une primitive F sur IR d’une fonction f .

-1

1

1 2 3 4 5-1-2-3 0 x

y

CF
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1. Une des trois courbes ci-dessous est la courbe représentative de la fonction f . Déterminer laquelle.

-1

1

1 2-1-2-3 0 x

y

Courbe C1

-1

1

1 2 3-1-2 0 x

y

Courbe C2

-1

1

1 2 3 4-1 0 x

y

Courbe C3

2. La fonction G définie sur IR par G(x) =
2

x2 − 2x+ 2
est une primitive de la fonction f .

a. Donner l’expression de F (x).

b. Déterminer une équation de la tangente à la courbe CF au point A d’abscisse 2. La tracer sur le graphique précédent.

EXERCICE 37

Soit f une fonction définie et dérivable sur l’intervalle ]0; +∞[. On sait que f(2) = −4 et que le signe de la fonction f est
donné par le tableau suivant :

x 0 4 +∞

signe de f(x) − 0 +

partie a

1. Soit F la primitive de la fonction fonction f sur l’intervalle ]0; +∞[ telle que F (4) =
1

2
.

On note C la courbe représentative de la fonction F .

a. Donner le tableau de variations de la fonction F .

b. On suppose que la courbe C passe par le point A(2; 3).

Donner une équation de la tangente à la courbe C au point A.

2. Tracer la courbe représentative d’une fonction qui satisfait les conditions obtenues à la question précédente, dans un
repère orthonormé du plan. (Unités graphiques 1 cm sur chaque axe)

Placer le point A ainsi que le point d’abscisse 4 et tracer les tangentes à la courbe en ces points.

partie b

f est la fonction définie sur l’intervalle ]0; +∞[ par f(x) = 1− 12

x2
− 16

x3

1. a. Calculer la primitive F de la fonction f sur l’intervalle ]0; +∞[ telle que F (4) =
1

2
.

b. Vérifier que la tangente à la courbe représentative de la fonction F au point d’abscisse 2 a pour équation y =
−4x+ 11.

2. Déterminer lim
x→0

F (x). Interpréter graphiquement le résultat.

3. a. Déterminer lim
x→+∞

F (x).

b. Montrer que la courbe représentative de la fonction F admet pour asymptote la droite d’équation y = x− 7.

Si on connaît la courbe C représentative d’une primitive de f sur I, alors les courbes des primitives de f sur I se déduisent

de C par une translation de vecteur k
−→
j où k est un réel.

Un point M(x0; y0) étant donné, il n’existe qu’une seule courbe CF de la famille passant par ce point.

O x

y

−→
i

−→
j

CF

x0

y0
M
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La fonction usuelle Ses primitives

x 7→ 1 x 7→ x+ k avec k ∈ IR

x 7→ xn avec x ∈ IR si n ∈ IN∗

et x 6= 0 si − n ∈ IN
x 7→ xn+1

n+ 1
+ k avec k ∈ IR

x 7→ 1

x
avec x > 0 x 7→ lnx+ k avec k ∈ IR

x 7→ 1

x2
avec x 6= 0 x 7→ − 1

x
+ k avec k ∈ IR

x 7→ 1√
x

avec x > 0 x 7→ 2
√
x+ k avec k ∈ IR

x 7→ ex x 7→ ex + k avec k ∈ IR

x 7→ sinx x 7→ − cosx+ k avec k ∈ IR

x 7→ cosx x 7→ sinx+ k avec k ∈ IR
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