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Fonctions logarithme (COURS) . M.DJAVAHERI

1 Solution équation : ex = k .

♦ Si k ≤ 0 :
l’équation ex = k n’a pas de solutions dans IR .

♦ Si k > 0 :
l’équation ex = k a une solution unique ( notée α

)dans IR .

Ainsi à tout nombre strictement positif , on peut lui as-

socier un nombre α :

k 7−→ α

2 Fonction logarithme népérien .

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui à tout
nombre réel k strictement positif associe l’unique solution
réelle α de l’équation ex = k .

Cette fonction est notée ln et on a :

f : ]0 ; +∞[→ IR

k 7→ ln(k)

avec eln(k) = k

Etant donné un nombre réel k strictement positif , ln(k)
est la solution de l’équation : ex = k

ex = k ⇐⇒ x = ln(k)

3 Fonction réciproque .

On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction

réciproque de la fonction exponentielle.

Ceci signifie l’une des deux phrases équivalentes suivantes :

♦ Dans un repère orthonormé, leurs courbes représenta-
tives sont symétriques par rapport à la droite D d’équa-
tion y = x,

♦ Partant d’un nombre a en appliquant la fonction exp

puis la fonction ln, on retrouve le nombre a

4 Relation fondamentale .

Pour tous réels a et b strictement positifs :

ln(a × b) = ln(a) + ln(b)

♦ La fonction exponentielle transforme une somme en pro-
duit.

♦ la fonction logarithme népérien transforme un produit
en somme.

5 Propriété algébrique .

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif
:

1. Inverse : ln

(

1

a

)

= − ln a

2. Quotient : ln

(

a

b

)

= lna − ln b

3. Puissance : ln (an) = n ln a

4. Racine carée : ln
(√

a
)

=
1

2
lna

6 La courbe représentative de ln .

0 1

1

x

y

e

e

y = ex

y = lnx

7 Propriété algébrique .

Pour tout réel a et b strictement positif :

1. lna = ln b ⇐⇒ a = b.

2. lnx = k ⇐⇒ x = ek.

3. ex = k ⇐⇒ x = ln k.

8 Dérivée de la fonction logarithme .

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0;+∞[
et pour tout réel :

x > 0, ln′(x) =
1

x

Conséquence :
La fonction logarithme népérien est continue et strictement
croissante sur ]0;+∞[ .

x

ln′(x) = 1
x

ln(x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

1

0
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Fonctions exponentielles COURS (RAPPEL) M.DJAVAHERI

1 Définition : Fonction exponentielle de base e

La fonction exponentielle est l’unique fonction f définie
sur R et vérifiant les conditions :

♦ f ′(x) = f(x)

♦ f(0) = 1

Cette fonction est notée exp(x) = ex.

Ainsi pour tout réel x

(ex)′ = ex et e1 = e

2 Nombre e

Il existe une unique valeur de q telle que la tangente à la
courbe représentative de la fonction x 7→ qx au point d’abs-
cisse 0 a pour coefficient directeur 1.

Cette valeur particulière est notée e et on a e ≈ 2, 718

-1

1

2

3

4

1 2 3-1-2-3 0 x

y y = ex

y = x+ 1e

b

A

4 Définition : Nombre e .

L’image de 1 par la fonction exponentielle est notée e.
Ainsi : exp(1) = e

La calculatrice permet d’obtenir une valeur approchée de e

e ≈ 2, 7182

6 Propriété algébrique.

♦ e0 = 1

♦ ex+y = exey

♦ e−x =
1

ex

♦ ex−y =
ex

ey

♦ enx = (ex)
n

7 Propriété.

Pour tout réel x,

ex > 0.

La fonction exponentielle est strictement positive sur IR

8 Propriété.

La fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.

x

exp

−∞ +∞

00

+∞+∞

9 Propriété.

Soient a et b deux réels.

La fonction f définie sur IR par f(x) = eax+b est dérivable
Pour tout réel x, on a :

f ′(x) = a× eax+b

10 Propriété : équation et inéquation

Pour tout réel a et b :

ea = eb ⇐⇒ a = b

ea < eb ⇐⇒ a < b

ea > eb ⇐⇒ a > b

ea = 1 ⇐⇒ a = 0

ea < 1 ⇐⇒ a < 0
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Fonctions logarithme (1/6) . M.DJAVAHERI

ACTIVITÉ 1
On note Cexp la courbe représentative de la fonction exponentielle et M(x ; y) un point du plan.

Par définition : M ∈ Cexp ⇐⇒ y = ex

1. Completer le tableau ci-dessous.
Arrondir au centième si besoin.

2. Placer les points dans le repère ci-dessous.

Abscisse du point M −2 −1 − 1
2 0 1

2 1 3
2 2

Ordonnée du point M

Coordonnée du point M

-1

-2

-3

1

2

3

4

5

6

7

1 2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7-8 0

b

EXERCICE 1 EXERCICE 2
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Fonctions logarithme (2/6) . M.DJAVAHERI

ACTIVITÉ 2
Déterminer le nombre des solutions de l’équation ex = k selon les valeurs de k

CAS : k > 0

0 x

y

ex

CAS : k = 0

0 x

y

ex

CAS : k < 0

0 x

y

ex

ACTIVITÉ 3

1. A l’aide de la représentation graphique de la fonction exponentielle , donner les solutions approchées des équations
ci-dessous :

a. ex = 1 b. ex = 2 c. ex = 3 d. ex = 4 e. ex = 5

k 1 2 3 4 5 6 7 8

Solutions de ex = k

2. Completer à l’aide d’une calculatrice ( à 0, 001 prés ) le tableau ci-dessous.
Comparer, les résultats avec le tableau précédent.

x 1 2 3 4 5 6 7 8

lnx

3. Placer les points de coordonnées (x ; lnx) dans le
repère ci-dessous.

4. Tracer la courbe représentative de la fonction ln.

5. Quel est l’ensemble de définition de la fonction loga-
rithme népérien ?

6. Conjecturer pour la fonction logarithme népérien :

a. les limites aux bornes de l’ensemble de définition.

b. le sens de variation.

c. le signe de la fonction.

7. Compléter les pointillés dans les phrases suivantes :

a. lnx = 0 ⇐⇒ x = · · · · · ·
b. lnx > 0 ⇐⇒ x ∈ · · · · · ·
c. lnx < 0 ⇐⇒ x ∈ · · · · · ·
d. lnx > ln 4 ⇐⇒ x ∈ · · · · · ·
e. lnx ≤ ln 4 ⇐⇒ x ∈ · · · · · ·

8. Tracer la droite d’équation y = x dans le repère ci-
contre.
Que remarquez vous ?

9. Donner les valeurs de eln 2 et ln(e2).
Que peut-on en déduire quant à eln x et ln(ex) ?

-1

-2

-3

1

2

3

4

5

6

7

1 2 3 4 5 6 7-1-2-3 0

y = ex

b
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Fonctions logarithme (3/6) . M.DJAVAHERI

Résoudre une équation ou inéquation du type : ln[u(x)] = a ou ln[u(x)] < a

EXERCICE 3

Résoudre dans IR les équations ou inéquations suivantes :

1. ln(x) = 5

2. 2 ln(x) = 4

3. ln(x) = −1

4. e2x = 5

5. ex+8 = 4

6. ex+1 ≥ 2

7. ex+5 > 4

8. ln(x) ≤ −1

9. ln(1 − x) > 1

Résoudre une équation ou inéquation du type : ln[u(x)] = ln[v(x)] ou ln[u(x)] < ln[v(x)]

EXERCICE 4

Résoudre dans IR les équations ou inéquations suivantes :

1. ln(x) = ln(10)

2. ln(x − 1) = ln(5)

3. ln(x + 5) = ln(2 − x)

4. ln(x + 1) = ln(−x)

5. ln(5 − x) = ln(x − 1)

6. ln(x) ≤ ln(3)

Propriété algébrique de ln

EXERCICE 5

EXERCICE 6

EXERCICE 7

EXERCICE 8
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Fonctions logarithme (4/6) . M.DJAVAHERI

EXERCICE 9

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ] 0 ; +∞ [ par :

f(x) = 2x2 + 1 − ln(x)

1. Calculer f ′(x).

2. Étudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. En déduire que pour tout nombre réel x > 0, f(x) > 0.

EXERCICE 10

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ] 0 ; +∞ [ par :

f(x) = 2 ln(x) − x2 − 3

1. Calculer f ′(x).

2. Étudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. En déduire que pour tout nombre réel x > 0, f(x) < 0.

EXERCICE 11

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ] 0 ; +∞ [ par :

f(x) = 1 − x − ln(x)

1. Calculer f ′(x).

2. Étudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. Calculer f(1).En déduire le signe de f(x) selon les valeurs de x.

EXERCICE 12

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ] 0 ; +∞ [ par :

f(x) = x2 − 2 + ln(x)

1. Calculer f ′(x).

2. Étudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution, notée α , dans l’intervalle [1, 31; 1, 32]

4. En déduire le signe de f(x) selon les valeurs de x.

EXERCICE 13

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ] − ∞ ; 1 [ par :

f(x) = ln(1 − x)

On note Cf sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère orthonormé.

1. Calculer f ′(x).

2. Déterminer les coordonnées du point d’intersection de Cf avec l’axe des abscisses ; on note I ce point.

3. Déterminer le coefficient directeur de la tangente à Cf au point I.

4. Étudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

5. Tracer la courbe Cf et la tangente à Cf au point I.
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Fonctions logarithme (5/6) . M.DJAVAHERI

EXERCICE 14

EXERCICE 15

EXERCICE 16

EXERCICE 17

EXERCICE 18

EXERCICE 19

EXERCICE 20

EXERCICE 21

EXERCICE 22
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Fonctions logarithme (6/6) . M.DJAVAHERI

EXERCICE 23

On considère la fonction g définie sur l’intervalle [0 ; +∞[ par

g(x) = x2 − 4 + 2 lnx.

Partie A

1. Déterminer g′(x) puis dresser le tableau des variations g sur [0 ; +∞[.

2. Montrer que, dans l’intervalle [1 ; 2] , l’équation g(x) = 0 admet une solution unique notée α.

3. Déterminer un encadrement d’amplitude 10−2 de α.

4. Déterminer le signe de la fonction g(x) sur l’intervalle [0 ; +∞[

Partie B

On considère la fonction f définie sur [0 ; +∞[ par

f(x) = x − 1 +
2

x
− 2

lnx

x

1. Montrer que pour tout nombre réel x de l’intervalle [0 ; +∞[ f ′(x) =
g(x)

x2
.

2. Étudier le signe de f ′(x) sur [0 ; +∞[ et en déduire le tableau de variations de f sur [0 ; +∞[.

EXERCICE 24

On considère la fonction g définie sur l’intervalle [0 ; +∞[ par

g(x) = 2x2 − 4 lnx + 4.

Partie A

1. Déterminer g′(x) puis dresser le tableau des variations g sur [0 ; +∞[.

2. Déterminer le signe de la fonction g sur l’intervalle [0 ; +∞[

Partie B

On considère la fonction f définie sur [0 ; +∞[ par

f(x) = 2x− 3 +
lnx

x
.

1. Déterminer la position de la courbe Cf et la droite D d’équation : y = 2x− 3

2. On appelle f ′ la fonction dérivée de la fonction f sur l’intervalle [0 ; +∞[.

a. Montrer que pour tout nombre réel x de l’intervalle [0 ; +∞[ f ′(x) =
g(x)

x2
.

b. Étudier le signe de f ′(x) sur [0 ; +∞[ et en déduire le tableau de variations de f sur [0 ; +∞[.

3. a. Montrer que, dans l’intervalle [1 ; 2] , l’équation f(x) = 0 admet une solution unique notée α.

b. Déterminer un encadrement d’amplitude 10−4 de α.

EXERCICE 25

Résoudre dans l’intervalle ]0 ; +∞[ les équations et les inéquations suivantes :

1. 2 ln(x) = 8

2. ln(x) + ln(8) = − ln(2)

3. 2 ln(x) + ln(2) = ln(18)

4. ln(x) + ln(8) = − ln(32)

5. ln(x) − ln(10) = 6

6.
1

5
− lnx ≤ 0

7. 3 ln(x) ≥ −3

8. ln(10x) > 0
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Fonctions logarithme (Hors série) . M.DJAVAHERI

EXERCICE 26

EXERCICE 27

EXERCICE 28

EXERCICE 29
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EXERCICE 30
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Fonction exponentielle (2/6)

Le tracé de la courbe de la fonction logarithme népérien. M. DJAVAHERI

On note Cexp la courbe représentative de la fonction exponentielle et M(x ; y) un point du plan.
Par définition : M ∈ Cexp ⇐⇒ y = ex

1. Completer le tableau ci-dessous.

2. Placer les points dans le repère ci-dessous.

Abscisse du point M −2 −1 − 1
2 0 1

2 1 3
2 2

Ordonnée du point M

Coordonnée du point M

-1

-2

-3

1

2

3

4

5

6

7

1 2 3 4 5 6 7-1-2-3 0

y = ex

b

On note Cln la courbe représentative de la fonction logarithme népérien et M ′ un point du plan.
Par définition : M ′ ∈ Cln ⇐⇒ x = ln y

1. Completer le tableau ci-dessous.
Attention les coordonnées de M ′ sont (y ; x) donc les rôles de x et y sont inversé par rapport à ce qu’ils sont

d’habitude.

2. Placer les points dans le repère ci-dessus.

Abscisse du point M ′

Ordonnée du point M ′

Coordonnée du point M ′

Si un point M ∈ Cexp de la courbe représentative de la fonction exponentielle a pour coordonnées (a ; b) alors le point
M ′ de coordonnée (b ; a) appartient à la courbe représentative de la fonction ln

M(a ; b) ∈ Cexp ⇐⇒ M ′(b ; a) ∈ Cln

A SAVOIR
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Fonction exponentielle (3/6)

Le tracé de la courbe de la fonction logarithme népérien. M. DJAVAHERI

On dit que la fonction logarithme népérien est
la fonction réciproque de la fonction exponen-
tielle.

Ceci signifie l’une des deux phrases équivalentes
suivantes :

♦ Dans un repère orthonormé, leurs courbes
représentatives sont symétriques par rapport
à la droite D d’équation y = x,

♦ Partant d’un nombre α en appliquant la
fonction exp puis la fonction ln, on retrouve
le nombre α

-5

-5

-4

-4

-3

-3

-2

-2

-1
-1

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5 y = ex

y = lnx

y = x

EXERCICE 31

Compléter les pointillés dans les phrases suivantes :

1. A(e−2 ; · · · · · · ) ∈ Cln

2. B(· · · · · · ; y) ∈ Cln

3. C(x ; y) ∈ Cln ⇐⇒ D(y ; x) ∈ · · · · · ·
4. lnx = 5 ⇐⇒ x = · · · · · ·
5. lnx = 0 ⇐⇒ x = · · · · · ·
6. lnx > 0 ⇐⇒ x ∈ · · · · · ·
7. lnx < 0 ⇐⇒ x ∈ · · · · · ·
8. lnx = 1 ⇐⇒ x = · · · · · ·
9. ex × e− ln ex

= · · · · · ·
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Fonction exponentielle (4/6)

Introduction. M. DJAVAHERI

EXERCICE 32

Simplifier l’écriture des nombres suivants :

A = ln(16)− 7 ln(2) + 4 ln(32) + 3 ln

(

1

8

)

B = 3 ln(125)− 2 ln(25) + 6 ln

(

1

5

)

C = 8 ln(
√
3) + 5 ln(9)− ln

(

9
√
3
)

D =

1

3
ln 9− 4 ln

√
3− ln

1

3
ln 3

E =
ln
(√

3− 1
)

+ ln
(√

3 + 1
)

2
F =

ln 36

ln 3 + ln 2

G = ln
(√

3 +
√
2
)

+ ln
(√

3−
√
2
)

H = 2 ln
√
8− 3 ln

(

1

4

)

I =
ln 5− ln 10

2 ln
(√

2
) J =

ln(12)− ln(9)

ln

(

1

27

)

+ ln(64)

EXERCICE 33

Simplifier l’écriture des nombres suivants :

A = ln
(

e−3
)

+ e− ln 2 ; B =
ln e

ln (e2)
− ln

(

1

e

)

; C = ln
(

4e2
)

+ ln

(

2√
e

)

; D =

ln

(

1

e3

)

ln 3
× ln 9

e2
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Fonction exponentielle (4/6)

Introduction. M. DJAVAHERI

Définition 1 :

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +∞[ et pour tout réel x > 0, ln′(x) =
1

x
.

On admet que la fonction ln est dérivable sur ]0; +∞[.
Soit f la fonction définie sur ]0; +∞[ par f(x) = elnx.
f est dérivable sur ]0; +∞[ et pour tout réel x > 0, f ′(x) = ln′(x) × elnx = ln′(x) × x.
Or pour tout réel x > 0, f(x) = x d’où f ′(x) = 1

Ainsi pour tout réel x > 0, ln′(x)× x = 1 donc ln′(x) =
1

x
.

PREUVE

Définition 2 :

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; +∞[ .

La fonction ln est dérivable sur ]0; +∞[ donc continue sur cet intervalle.

La dérivée de la fonction ln est la fonction définie sur ]0; +∞[ par ln′(x) =
1

x
. Or si x > 0 alors,

1

x
> 0.

La dérivée de la fonction ln est strictement positive, donc la fonction ln est strictement croissante sur
]0; +∞[.

x 0 1 +∞

ln(x) 0

PREUVE

conséquences
On déduit de ce théorème les propriétés suivantes :

Définition 3 :

Pour tous réels a et b strictement positifs :

ln a = ln b si, et seulement si, a = b

ln a > ln b si, et seulement si, a > b

Puisque ln 1 = 0 :

Définition 4 :

Pour tout réel x strictement positif :

lnx = 0 si, et seulement si, x = 1

lnx > 0 si, et seulement si, x > 1

lnx < 0 si, et seulement si, 0 < x < 1
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Définition 5 :

Pour tout réel k, l’équation lnx = k admet dans l’intervalle ]0; +∞[ une unique solution x = ek.

Comme la fonction logarithme népérien est continue, strictement croissante et que pour tout réel x > 0,
lnx ∈ IR alors, d’après le théorème de la valeur intermédiaire :

PREUVE

math-javahery.blogspot.fr



Propriété 1 : Relation fondamentale

Pour tous réels a et b strictement positifs :

ln(a × b) = ln(a) + ln(b)

Soient a > 0 et b > 0 deux réels strictement positifs,
Par définition de la fonction ln : a = eln a , b = eln b et a× b = eln(a×b)

D’autre part, a× b = elna × eln b = elna+ln b

D’où eln(a×b) = eln a+ln b. Donc ln (a× b) = ln a+ ln b.

PREUVE

♦ La fonction exponentielle transforme une somme en produit.

♦ la fonction logarithme népérien transforme un produit en somme.

A SAVOIR

Propriété 2 : Autres règles de calcul

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif :

1. Inverse : ln

(

1

a

)

= − lna

2. Quotient : ln
(a

b

)

= ln a− ln b

3. Puissance : ln (an) = n ln a

4. Racine carée : ln (
√
a) =

1

2
ln a

1. Soit a > 0 alors
1

a
> 0. Or a× 1

a
= 1 donc

ln

(

a× 1

a

)

= ln 1 ⇔ ln a+ ln
1

a
= 0 ⇔ ln

1

a
= − lna

2. Soit a > 0 et b > 0

ln
(a

b

)

= ln

(

a× 1

b

)

= ln a+ ln
1

b
= ln a− ln b

3. Soient a > 0 un réel strictement positif et n un entier relatif,

eln(a
n) = an et en ln a =

(

elna
)n

= an

Donc eln(a
n) = en lna et par conséquent, ln (an) = n ln a.

4. Soit a > 0 alors (
√
a)

2
= a donc

ln a = ln
(√

a
)2

= 2 ln
√
a

PREUVE
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Résoudre dans IR les inéquations suivantes :

a) 4e2x+1 6 3 ; b) 3e−2x > 1 ; c)
(

e2x
)3 − 2

ex
6 0 ; d)

5e2−3x

e2x−1
> 2 ; e) 3e2x − 7ex + 2 6 0.

Exercice I :

1. Résoudre dans ]0; +∞[ chaque équation, puis donner une valeur arrondie à10−3 près des solutions :

a) lnx = −1 ; b) 2 lnx+ 0, 01 = 0 ; c) 3 lnx = e3 ; d) 2 (lnx)2 = 1 ; e)
(

e2x − 2
)

(ln (2x)− 2) = 0.

2. Résoudre dans ]0; +∞[ les inéquations suivantes :

a) 2 lnx 6 −2 ; b) ln 2x 6 −2 ; c) ln 2− lnx > 3 ; d) ln(3x)− 2 lnx < 5 ; e) (lnx)2 +
3 lnx

2
− 1 > 0.

Exercice II :

Démontrer les propriétés suivantes :

1. Pour tout réel x > 1, ln
(

x2 + x− 2
)

= ln (x+ 2) + ln (x− 1)

2. Pour tout réel x strictement positif, ln (x+ 1) = lnx+ ln

(

1 +
1

x

)

3. Pour tout réel x appartenant àl’intervalle ]− 2; 2[, ln
√
2− x+ ln

√
2 + x =

1

2
ln
(

4− x2
)

Exercice III :

Résoudre les équations suivantes après avoir précisé l’ensemble des valeurs du réel x pour lesquelles l’équation est définie.
1. ln (1− 2x) = ln (x+ 2) + ln 3 3. ln (x− 2) + ln (x+ 3) = ln (3x+ 2)

2. ln
(

1− x2
)

= ln (2x− 1) 4. ln
√
2x− 2 = ln (4− x) − 1

2
lnx

Exercice IV :

Résoudre les inéquations suivantes après avoir précisé l’ensemble des valeurs du réel x pour lesquelles l’inéquation est définie.

1. ln (x− 2) 6 ln (2x+ 1) 2. ln (3x+ 2) > ln

(

x2 +
1

4

)

3. ln

(

1 +
2

x

)

6 lnx

Exercice V :

1. Résoudre les équations suivantes :

a) ln
x+ 2

x
= 1 ; b) ln

x− 1

2x+ 1
= −1 ; c) 2 (lnx)2 + 3 lnx = 2

2. Résoudre les inéquations suivantes :

a) ln
x

x+ 1
6 −1 ; b) ln (2x+ 1)− ln (x− 1) 6 1 ; c) (lnx)2 − lnx 6 6

Exercice VI :

Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier n solution de l’inéquation :

a) 1, 05n > 1, 5 ; b) 0, 92n 6 0, 75 ; c)
(

1 +
3

100

)n

> 2 ; d) 0, 2 >

(

1− 9

100

)n

Exercice VII :

1. Actuellement, le taux du livret A d’épargne est égal à1,25%. En supposant que ce taux reste inchangé sur le long terme,
au bout de combien d’années, un capital placé sur le livret A aura-t-il plus que doublé ?

2. Un capital est placé àintérêts composés au taux annuel de 4%. Au bout de combien d’années, ce capital aura-t-il
augmenté d’au moins 80% ?

3. Le gouvernement d’un pays envisage de baisser l’impÃ´t de 2% par an. Au bout de combien d’années, l’impÃ´t aura-t-il
baissé de 20% ?

4. D’une année sur l’autre, un produit perd 5% de sa valeur. Au bout de combien d’années ce produit aura-t-il a perdu
plus de 40% de sa valeur initiale ?

5. La population mondiale est passée à6,9 milliards en 2010. Avec un taux de croissance annuel de 1,14% , en quelle année
la population mondiale dépassera-t-elle 9 milliards ?

Exercice VIII : (D’après sujet bac Liban 2013 )

partie a

On considère la suite (un) définie par u0 = 10 et pour tout entier naturel n, un+1 = 0, 9un + 1, 2.
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1. On considère la suite (vn) définie pour tout entier naturel n par vn = un − 12.

a. Démontrer que la suite (vn) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b. Exprimer vn en fonction de n.

c. En déduire que pour tout entier naturel n, un = 12− 2× 0, 9n.

2. Déterminer la limite de la suite (vn) et en déduire celle de la suite (un).

partie b

En 2012, la ville de Bellecité compte 10 milliers d’habitants. Les études démographiques sur les dernières années ont montré
que chaque année :

1. 10 % des habitants de la ville meurent ou déménagent dans une autre ville ;

2. 1200 personnes naissent ou emménagent dans cette ville.

1. Montrer que cette situation peut être modélisée par la suite (un) où un désigne le nombre de milliers d’habitants de la
ville de Bellecité l’année 2012 + n.

2. Un institut statistique décide d’utiliser un algorithme pour prévoir la population de la ville de Bellecité dans les années
àvenir.
Recopier et compléter l’algorithme ci-dessous pour qu’il calcule la population de la ville de Bellecité l’année 2012 + n.

variables
a, i, n.

initialisation
Choisir n

a prend la valeur 10
raitement

Pour i allant de 1 àn,
a prend la valeur . . .

sortie
Afficher a

3. Résoudre l’inéquation 12− 2× 0, 9n > 11, 5. En donner une interprétation.

Exercice IX :

1. Soit a un réel tel que 0 < a < 1. Comparer ln a et − ln a.

2. Soient a et b deux réels strictement positifs, tels que a < b. Comparer ln

(

a+ 1

a

)

et ln

(

b+ 1

b

)

.

3. Soient a et b deux réels strictement positifs, montrer que ln

(

a+ b

2

)

> ln
√
ab.
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Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée f ′ de la fonction f définie sur ]0; +∞[ :

a) f(x) = x lnx− x ; b) f(x) =
lnx

x
; c) f(x) =

lnx

ex
; d) f(x) = (lnx)

2
+ 2 ln(x)

D’après sujet bac Nouvelle Calédonie 2013

On considère la fonction f définie sur l’intervalle [1; 10] par f(x) = x2 − 14x+ 15 + 20 lnx.

1. Montrer que pour tout nombre réel x de l’intervalle [1; 10] on a : f ′(x) =
2x2 − 14x+ 20

x
.

2. Construire en le justifiant le tableau de variation de la fonction f sur l’intervalle [1; 10].

3. En déduire le nombre de solutions de l’équation f(x) = 3 dans l’intervalle [1; 10].

Exercice X :

Soit f la fonction définie sur ]0; +∞[ par f(x) =
1

x
+ lnx. On note f ′ la dérivée de la fonction f .

1. a. Calculer f ′(x).

b. Étudier les variations de f .

2. Étudier la convexité de la fonction f .

Exercice XI :

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ]0; +∞[ par f(x) = 2 ln (x) − x

2
et dont la courbe représentative Cf est donnée

ci-dessous.

0

-1

-2

-3

-4

1

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 x

y

1. a. On note f ′ la fonction dérivée de la fonction f . Calculer f ′(x).

b. Donner le tableau des variations de f . On précisera la valeur exacte du maximum de f .

2. Déterminer une équation de la tangente T àla courbe Cf au point d’abscisse 1 et la tracer sur le graphique.

3. a. Donner le nombre de solutions de l’équation f(x) = 0.

b. Programmer l’algorithme de dichotomie suivant

Entrées :
Saisir un réel strictement positif non nul a ;
Saisir un réel strictemenl positif non nul b (b > a) ;
Traitement

tant que b− a > 10−3 faire

m prend la valeur
a+ b

2
;

si f(a)× f(m) < 0 alors
b prend la valeur m ;

sinon
a prend la valeur m ;

fin
fin
Sorties :
Afficher a ;
Afficher b ;
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Déterminer un encadrement à0,01 près de chacune des solutions de l’équation f(x) = 0.

4. Application économique.
Une entreprise produit sur commande un article. La production quotidienne peut varier de 10 à 100 articles. Le bénéfice
réalisé par cette production est modélisé par la fonction f de la faÃ§on suivante :
f(x) est le montant, exprimé en milliers d’euros, du bénéfice réalisé par l’entreprise pour une production de x dizaines
d’articles.

a. Combien d’articles l’entreprise doit-elle produire par jour pour réaliser un bénéfice maximum ? Préciser alors ce
bénéfice arrondi àl’euro près.

b. Combien d’articles l’entreprise doit-elle produire par jour pour ne pas travailler àperte ?

Exercice XII : (D’après sujet bac Polynésie Septembre 2012 )

Une entreprise fabrique un produit chimique. Elle peut en produire x mètres cube chaque jour ; on suppose que x appartient
àl’intervalle [1; 6].
Le coût total de production CT , exprimé en milliers d’euros, est fonction de la quantité produite x :

CT (x) =
x2

2
+ 4 lnx+ 5, 6 pour x ∈ [1; 6].

1. Vérifier que la fonction CT est strictement croissante sur l’intervalle [1; 6].

2. On note CM (x) le coût moyen de production en milliers d’euros du mètre cube pour une production journalière de x

mètres cube, avec x ∈ [1; 6].

On rappelle que CM (x) =
CT (x)

x
.

a. Écrire l’expression de CM (x) en fonction de x.

b. On admet que la fonction CM est dérivable sur l’intervalle [1; 6] et on appelle C′

M sa fonction dérivée. Calculer

C′

M (x), et vérifier que C′

M (x) =
x2 − 3, 2− 8 lnx

2x2
pour tout x de l’intervalle [1; 6].

3. Soit f la fonction définie sur l’intervalle [1; 6] par f(x) = x2 − 3, 2− 8 lnx.

a. On admet que f est dérivable sur [1 ; 6]. Étudier les variations de f sur [1; 6].

b. Démontrer que l’équation f(x) = 0 possède une solution unique α dans [2; 6] ; déterminer une valeur approchée
par excès à10−1 près de α.

c. En déduire le signe de f(x) sur [1; 6] (on ne demande pas de justification).

4. On prendra pour α la valeur approchée trouvée àla question 3. b.

a. En utilisant les résultats de la question 3., étudier le sens de variation de la fonction CM sur [1; 6]. Construire son
tableau de variation (les valeurs dans le tableau seront arrondies au dixième).

b. Quel est le coût moyen minimal de production du mètre cube de produit ?

5. Dans cette question toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative même non fructueuse, sera prise en

compte dans l’évaluation.

Comment faut-il choisir le prix de vente du mètre cube de produit pour que l’entreprise puisse faire des bénéfices quelle
que soit la production choisie dans l’intervalle donné ?

Exercice XIII :

Soit f la fonction définie sur ]0; +∞[ par f(x) =
lnx

x2
. On note Cf sa courbe représentative.

1. a. Montrer que f ′ (x) =
1− 2 lnx

x3

b. Étudier les variations de la fonction f .

2. Donner une équation de la tangente T àla courbe Cf au point d’abscisse 1.

Exercice XIV :

Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par f(x) = x (x− 2 lnx+ 1)

partie a

1. Calculer f ′(x), où f ′ est la dérivée de la fonction f .

2. Calculer f ′′(x), où f ′′ est la dérivée seconde de la fonction f .

3. a. Étudier les variations de la fonction f ′.
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b. Préciser la convexité de la fonction f suivant les valeurs du réel x.

4. Montrer que la fonction f est strictement croissante.

partie b

La courbe représentative de la fonction f , notée Cf , est tracée ci-dessous, ainsi que la droite d tangente àla courbe Cf au
point A d’abscisse 2.

2

4

6

8

10

12

14

1 2 3 4 50 x

y Cf

A
d

b

1. La droite d passe-t-elle par l’origine du repère ?

2. a. Déterminer une équation de la tangente T àla courbe Cf au point B d’abscisse 1.

b. Étudier les positions relatives de la courbe Cf et de la droite T .

Exercice XV : (D’après sujet bac Nouvelle Calédonie 2010 )

partie a

On considère la fonction g définie sur [1; +∞[ par g(x) = lnx− 1

2
.

1. Ã%�tudier les variations de g sur [1; +∞[.

2. Résoudre l’équation g(x) = 0 dans [1; +∞[.

3. En déduire que g(x) > 0 si et seulement si x >
√
e.

partie b

On considère la fonction f définie sur [1; +∞[ par f(x) = 2x2(lnx− 1) + 2.

1. On appelle f ′ la fonction dérivée de la fonction f sur l’intervalle [1; +∞[.

a. Montrer que pour tout nombre réel x de l’intervalle [1; +∞[, f ′(x) = 4xg(x).

b. Ã%�tudier le signe de f ′(x) sur [1; +∞[ et en déduire le tableau de variations de f sur [1; +∞[.

2. a. Montrer que, dans l’intervalle [2; 3], l’équation f(x) = 0 admet une solution unique notée α.

b. Déterminer un encadrement d’amplitude 10−2 de α.
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✄

✂

�

✁
Exercice

La capacité mensuelle de production d’un certain type d’article d’une entreprise est comprise entre 500 et 12 000 articles.
On considère que le coût total de production, en milliers d’euros, lorsque x milliers d’articles sont fabriqués est modélisé par
la fonction f définie pour tout réel x élément de l’intervalle [0, 5; 12] par :

f(x) = x2 + 8x+ 7− 6x lnx

partie a

1. Calculer f ′(x), où f ′ est la dérivée de la fonction f .

2. a. Calculer f ′′(x), où f ′′ est la dérivée seconde de la fonction f .

b. Préciser la convexité de la fonction coût total suivant la production x.
Que se passe-t-il pour une production de 3 000 articles ? L’interpréter en termes de rythme de croissance.

3. Justifier que la fonction coût total est strictement croissante.

partie b

Le coût moyen est le quotient du coût total par la quantité produite. On note g(x) le coût moyen de production.

1. a. Justifier que le coût moyen s’exprime en euros par article fabriqué.

b. Étudier les variations de la fonction g sur [0, 5; 12].

2. Le coût marginal est assimilé àla dérivée du coût total. (On rappelle que le coût marginal est dans les mêmes unités

que le coût moyen)
Vérifier que, lorsque le coût moyen est minimum, le coût marginal est égal au coût moyen.

✄

✂

�

✁
Exercice

partie a

Soit g la fonction définie sur ]0; +∞[ par g(x) = 1− x2 − ln(x).

1. Calculer la dérivée de la fonction g et étudier son signe. En déduire les variations de la fonction g.

2. Calculer g(1). En déduire le signe de g(x) pour x appartenant àl’intervalle ]0; +∞[.

partie b

Soit f la fonction définie sur ]0; +∞[ par f(x) =
ln(x)

2x
− x

2
+ 1. On note Cf sa courbe représentative dans un repère du plan.

1. a. Montrer que pour tout réel x appartenant àl’intervalle ]0; +∞[, f ′(x) =
g(x)

2x2
.

b. En déduire le signe de f ′(x) puis les variations de la fonction f .

2. Soit D la droite d’équation y = −x

2
+ 1.

a. Calculer les coordonnées du point A, intersection de la droite D et de la courbe Cf .

b. Étudier les positions relatives de la droite D et de la courbe Cf .
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Exercice XVI : (D’après sujet bac Antilles-Guyanne 2007 )

La courbe C ci-dessous représente une fonction f définie et dérivable sur l’intervalle I =]0;+∞[. On note f ′ la fonction
dérivée de f sur l’intervalle I.

La courbe C passe par les points A(1;−1) et B

(

1

e
; 0

)

et admet une tangente parallèle à(Ox) au point A.

-1

-2

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 110 x

y

C
A

B

1. En utilisant les données ci-dessus, déterminer sans justification :
a. f(1) et f ′(1).
b. les solutions de l’inéquation f(x) > 0 et les solutions de l’inéquation f ′(x) > 0.

2. On admet que, pour tout réel x de l’intervalle I, f(x) =
a+ b lnx

x
où a et b sont deux nombres réels.

a. Exprimer f ′(x) en fonction des réels a et b.
b. Utiliser les résultats de la question 1a. pour montrer que a = −1 et b = −1.
c. Retrouver les résultats de la question 1c par le calcul.

Exercice XVII :

On considère la fonction f définie et dérivable sur l’intervalle ]0; +∞[ telle que pour tout réel x de cet intervalle f(x) =
(1 + lnx)(2 − lnx) et dont la courbe représentative Cf est donnée ci-dessous.

0

-1

-2

-3

-4

1

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 x

y

1. a. Résoudre l’équation f(x) = 0. Les valeurs exactes sont demandées.
b. Montrer que le signe de f(x) est donné pour tout réel de l’intervalle ]0; +∞[ par le tableau suivant :

x 0
1

e
e2 +∞

Signe de f(x) − + −0 0
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2. a. On note f ′ la fonction dérivée de la fonction f . Calculer f ′(x) et vérifier que f ′(x) =
1− 2 lnx

x
pour tout réel x de

l’intervalle ]0; +∞[.

b. Étudier les variations de f . On précisera la valeur exacte du maximum de f et la valeur exacte de x pour laquelle
il est atteint.

3. Déterminer une équation de la tangente T àla courbe Cf au point d’abscisse 1 et la tracer sur le graphique.

4. a. Donner le nombre de solutions de l’équation f(x) = 2.

b. Résoudre dans IR l’équation (1 +X) (2−X) = 2.

c. En déduire les solutions de l’équation f(x) = 2.

Exercice XVIII : (D’après sujet bac Liban 2010 )

partie a

On considère la fonction f , définie sur l’intervalle ]0; 20] par f(x) =
(

3e2 − x
)

lnx+ 10.

1. Calculer la valeur exacte de f
(

e2
)

, puis une valeur approchée à0, 01 près.

2. Montrer que, pour tout x de ]0; 20], f ′(x) = − lnx+
3e2

x
− 1 où f ′ désigne la dérivée de la fonction f .

3. On admet que la fonction dérivée f ′ est strictement décroissante sur ]0; 20] et que son tableau de variations est le
suivant :

x 0 e2 20

f ′(x)

+∞

f ′(20)

0

a. À l’aide du tableau de variations, donner le signe de f ′(x) pour x appartenant àl’intervalle ]0; 20].

b. Déterminer le sens de variation de la fonction f sur l’intervalle ]0; 20] et dresser son tableau de variations sur cet
intervalle.

c. Étudier la convexité de la fonction f .

4. a. Montrer que, sur l’intervalle [0, 6; 0, 7], l’équation f(x) = 0 possède une unique solution notée α. À la calculatrice,
donner une valeur approchée de α à0, 001 près par excès.

b. Démontrer que f(x) est négatif pour tout x ∈]0;α[ et que f(x) est positif pour tout x ∈]α; 20].

partie b

Une entreprise produit et vend chaque semaine x milliers de DVD, x appartenant à]0; 20].
Le bénéfice réalisé est égal àf(x) milliers d’euros où f est la fonction étudiée dans la partie A.
En utilisant les résultats de la partie A :

1. déterminer le nombre minimal de DVD àfabriquer pour que le bénéfice soit positif ;

2. déterminer le nombre de DVD àproduire pour que le bénéfice soit maximal ainsi que la valeur, à10 euros près, de ce
bénéfice maximal.

Exercice XIX : (D’après sujet bac Nouvelle Calédonie 2009 )

partie i :étude d’une fonction

On considère la fonction f définie et dérivable sur l’intervalle ]0; +∞[ telle que pour tout réel x de cet intervalle f(x) =
5(1− lnx)(ln x− 2) .

1. Résoudre l’équation f(x) = 0. Les valeurs exactes sont demandées.

2. a. Déterminer le signe de l’expression 5(1−X)(X − 2) suivant les valeurs du réel X .

b. En déduire que le signe de f(x) est donné pour tout réel de l’intervalle ]0; +∞[ par le tableau suivant :

x 0 e e2 +∞

Signe de f(x) − + −0 0

3. a. On note f ′ la fonction dérivée de la fonction f .

Calculer f ′(x) et montrer que f ′(x) =
5(3− 2 lnx)

x
pour tout x de l’intervalle ]0; +∞[.
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b. En déduire les variations de f . On précisera la valeur exacte du maximum de f et la valeur exacte de x pour laquelle
il est atteint.

4. Donner le nombre de solutions de l’équation f(x) = 1 puis donner une valeur approchée arrondie à0, 01 près de ces
solutions.

partie ii : application

Une entreprise fabrique et revend des jouets.
f(x) représente le résultat (bénéfice ou perte) en milliers d’euros qu’elle réalise lorsqu’elle fabrique x centaines de jouets,
pour x compris entre 1 et 10, f désignant la fonction étudiée dans la partie I.

1. Déterminer, àun jouet près, les quantités àproduire pour ne pas travailler àperte.
Interpréter concrètement le résultat de la question I. 2. Comment le lit-on sur le graphique ?

2. Cette entreprise veut réaliser un bénéfice supérieur ou égal à1000 euros.
Combien de jouets doit-elle fabriquer ? Justifier la réponse.
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-2

-1

-1

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5 y = ex

y = lnx

y = x

Méthode : Comment résoudre dans IR l’équation ax = k où a > 0 et k > 0 et a 6= 1 ?

On écrit les équivalences successives suivantes :

ax = k ⇐⇒ ln ax = ln k ⇐⇒ x ln a = ln k ⇐⇒ x =
ln k

ln a

On conclut : x =
ln k

ln a

Méthode : Comment résoudre dans IR l’équation ax > k où a > 0 et k > 0 et a 6= 1 ?

On écrit les équivalences successives suivantes :

ax > k ⇐⇒ ln ax > ln k ⇐⇒ x ln a > ln k

On a alors deux cas possible selon les signes de ln a :

♦ x >
ln k

ln a
si ln a > 0 c’est à dire si a > 1

♦ x <
ln k

ln a
si ln a < 0 c’est à dire si 0 < a < 1
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−1

−2

−3

−4

1

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111

y = ln(x)

b

b

e0

Comme la fonction logarithme est strictement croissante, elle conserve l’ordre.

On a le tableau de variation suivant :

x

ln(x)

0 +∞1

0
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L’étude de la fonction ln est résumée par son tableau de variations et la représentation graphique de sa courbe.

x

ln′(x) = 1
x

ln(x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

1

0

x

y

1

1

ln(x)

D’après le tableau de variations de ln,

x

ln(x)

0 +∞α

m

pour tout réel m, l’équation ln(x) = m admet une solution unique sur IR.
En particulier, l’équation ln(x) = 1 admet une solution unique que l’on note e.

Définition 1 :

Il existe un unique nombre noté e tel que ln(e) = 1.
On a e ≈ 2,718.

Théorème 1 :

Pour tout réel m, on a ln(em) = m.
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Un artisan glacier commercialise des « sorbets bio ». Il peut en produire entre 0 et 300 litres par semaine. Cette production
est vendue dans sa totalité.
Le coût total de fabrication est modélisé par la fonction f définie pour tout nombre réel x de l’intervalle I = ]0 ; 3] par

f(x) = 10x2 − 20x lnx.

Lorsque x représente le nombre de centaines de litres de sorbet, f(x) est le coût total de fabrication en centaines d’euros.
La recette, en centaines d’euros, est donnée par une fonction r définie sur le même intervalle I.

Partie A
La courbe C représentative de la fonction f et la droite D représentative de la fonction linéaire r sont données en annexe.

1. Répondre aux questions suivantes par lecture graphique et sans justification.

a. Donner le prix de vente en euros de 100 litres de sorbet.

b. Donner l’expression de r(x) en fonction de x.

c. Combien l’artisan doit-il produire au minimum de litres de sorbet pour que l’entreprise dégage un bénéfice ?

2. On admet que
∫ 3

1

20x lnx dx = 90 ln 3− 40.

a. En déduire la valeur de
∫ 3

1

f(x) dx. coût total de production.

Partie B
On note B(x) le bénéfice réalisé par l’artisan pour la vente de x centaines de litres de sorbet produits. D’après les données
précédentes, pour tout x de l’intervalle [1 ; 3], on a :

B(x) = −10x2 + 10x+ 20x lnx

où B(x) est exprimé en centaines d’euros.

1. On note B′ la fonction dérivée de la fonction B. Montrer que, pour tout nombre x de l’intervalle [1 ; 3], on a :
B′(x) = −20x+ 20 lnx+ 30.

2. On donne le tableau de variation de la fonction dérivée B′ sur l’intervalle [1 ; 3].

x 1 3

B′(x)

B′(1)

B′(3)

a. Montrer que l’équation B′(x) = 0 admet une unique solution α dans l’intervalle [1 ; 3], Donner une valeur approchée
de α à 10−2.

b. En déduire le signe de B′(x) sur l’intervalle [1 ; 3] puis dresser le tableau de variation de la fonction B sur ce même
intervalle.

3. L’artisan a décidé de maintenir sa production dans les mêmes conditions s’il peut atteindre un bénéfice d’au moins
850 euros. Est-ce envisageable ?

2
4
6
8
10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30
32

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2

centaines de litres

centaine d’euros

D

C

O
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1. a. La droite D passe par le point de coordonnées (1 ; 10) ; 1 représente 100 litres et 10 représentent 1 000 euros. Donc
la vente de 100 litres de sorbet rapporte 1 000 euros.

b. La droite D passe par l’origine donc représente une fonction linéaire r avec r(x) = ax.
Cette droite passe par le point de coordonnées (1 ; 10) donc r(1) = 10 ⇐⇒ a = 10.
Donc r(x) = 10x.

c. Pour que l’entreprise réalise un bénéfice, il faut que la droite D représentant la recette soit au dessus de la courbe
C représentant le coût ; la droite et la courbe se coupent au point d’abscisse 1. Il faut donc que x > 1 pour réaliser
un bénéfice, donc que l’artisan produise au moins 100 litres de sorbet.

2. On admet que
∫ 3

1

20x lnx dx = 90 ln 3− 40.

a. La fonction x 7−→ 10x2 a pour primitive x 7−→ 10
x3

3
donc

∫ 3

1

f(x)x. =
260

3
− (90 ln 3− 40) =

260

3
− 90 ln 3 + 40 =

380

3
− 90 ln 3

b. La valeur moyenne de la fonction f entre 1 et 3 est
1

3− 1

∫ 3

1

f(x)x. ≈ 13, 90.

Donc pour une production comprise entre 100 et 300 litres, la valeur moyenne du coût total de production est égale
à 1 390 euros.

Partie B

On note B(x) le bénéfice réalisé par l’artisan pour la vente de x centaines de litres de sorbet produits. D’après les données
précédentes, pour tout x de l’intervalle [1 ; 3], on a : B(x) = −10x2 + 10x+ 20x lnx oÃ ? B(x) est exprimé en centaines
d’euros.

1. On note B′ la fonction dérivée de la fonction B ; B(x) = −10x2 + 10x+ 20x lnx donc

B′(x) = −20x+ 10 + 20

(

1× lnx+ x× 1

x

)

= −20x+ 10 + 20 lnx+ 20 = −20x+ 20 lnx+ 30.

2. On donne le tableau de variation de la fonction dérivée B′ sur l’intervalle [1 ; 3] :

x 1 3

B′(x)

B′(1)

B′(3)

a. B′(1) = 10 > 0 et B′(3) ≈ −8 < 0 donc B′(1) > 0 > B′(3).
On complète le tableau de variations de B′ sur [1 ; 3] :

x 1 3

B′(x)

B′(1)

B′(3)

0

α

D’après ce tableau de variations, on peut dire que l’équation B′(x) = 0 admet une solution unique α dans l’intervalle
[1 ; 3].

B′(2) ≈ 3, 9 > 0

B′(3) ≈ −8 < 0

}

⇒ α ∈ [2 ; 3]

B′(2, 3) ≈ 0, 7 > 0

B′(2, 4) ≈ −0, 5 < 0

}

⇒ α ∈ [2, 3 ; 2, 4]

B′(2, 35) ≈ 0, 09 > 0

B′(2, 36) ≈ −0, 03 < 0

}

⇒ α ∈ [2, 35 ; 2, 36]

Donc α ≈ 2, 35.

b. D’après la question précédente : • B′(x) > 0 sur [1 ;α[ ;

• B′(α) = 0 ;

• B′(x) < 0 sur ]α ; 3].
S’il n’y a aucune production, il n’y a pas de bénéfice donc B(1) = 0 ; B(3) ≈ 5, 92.
D’oÃ ? le tableau de variations de la fonction B sur [1 ; 3] :
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x 1 α 3

B′(x) +++ 0 −−−

B(α)

B(x)

0 5, 92

3. Le bénéfice maximum est obtenu pour x = α avec α ∈ [2, 35 ; 2, 36].
À la calculatrice on obtient B(2, 35) ≈ 8,432 5 et B(2, 36) ≈ 8,432 8, correspondant respectivement à des bénéfices de
843,25 e et de 843,28 e.
Il ne semble donc pas envisageable d’atteindre un bénéfice d’au moins 850 e.
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Propriété 1 :

♦ Pour tout x appartenant à ] 0 ; +∞ [ , lnx = k équivaut à x = ek

♦ Pour tout x appartenant à ] 0 ; +∞ [ , lnx < k équivaut à x < ek

♦ Pour tout x appartenant à ] 0 ; +∞ [ , lnx > k équivaut à x > ek

Propriété 2 :

Pour tout u > 0 et v > 0 on a les résultats suivants :

L’équation ln(u) = ln(v) est équivalente à l’équation : u = v

Méthode : Comment résoudre une équation où figure la fonction logarithme ?

Pour résoudre une équation avec ln :

♦ On cherche l’ensemble des réels x pour lesquelles cette équation est définie.

♦ On transforme l’écriture de l’équation en utilisant les propriétés algébrique de ln, pour se ramener à :

lnu = ln v

♦ On applique le théorème :

lnu = ln v équivaut à u = v

et on résout l’équation réduite ainsi obtenue.

♦ On vérifie si les valeurs trouvées appartiennent à l’ensemble de définition de l’équation.

Méthode : Comment résoudre dans IR l’équation ax = k où a > 0 et k > 0 et a 6= 1 ?

On écrit les équivalences successives suivantes :

ax = k ⇐⇒ ln ax = ln k ⇐⇒ x ln a = ln k ⇐⇒ x =
ln k

ln a

On conclut : x =
ln k

ln a

Méthode : Comment résoudre dans IR l’équation ax > k où a > 0 et k > 0 et a 6= 1 ?

On écrit les équivalences successives suivantes :

ax > k ⇐⇒ ln ax > ln k ⇐⇒ x ln a > ln k

On a alors deux cas possible selon les signes de ln a :

♦ x >
ln k

ln a
si ln a > 0 c’est à dire si a > 1

♦ x <
ln k

ln a
si ln a < 0 c’est à dire si 0 < a < 1
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EXERCICE 34

Résoudre dans ] 0 ; +∞ [ chacune des équations et inéquations suivantes :

1. lnx = 3

2. lnx < 3

3. lnx > 3

4. 3 lnx− 4 > 11

5. 4 lnx < −16

6. 5lnx− 1 ≥ 14

EXERCICE 35

Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :

1. 3x = 5 2. 0, 3x = 5 3.
(

1

2

)x

= 3

EXERCICE 36

1. Expliquer pourquoi 2x > 6 équivaut à ln 2x > ln 6 puis à x ln 2 > ln 6

2. Quel est le signe de ln 2 ? En déduire l’ensemble de solutions de l’inéquation 2x > 6.

3. Expliquer pourquoi 0, 25x > 6 équivaut à ln 0, 25x > ln 6 puis à x ln 0, 25 > ln 6

4. Quel est le signe de ln 0, 25 ? En déduire l’ensemble de solutions de l’inéquation 0, 25x > 6.

EXERCICE 37

Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes

1. 1, 1x < 5 2. 0, 85x > 0, 2 3. 4x ≥ 3 4. 0, 7x < 0, 2

EXERCICE 38

Soit (un) la suite géométrique de premier terme u0 = 1000 et de raison 1, 04 .
Déterminer la plus petite valeur de n pour que un ≥ 2000 .

EXERCICE 39

Au 1erjanvier 2006, M. Paul a placé deux sommes d’argent à intérêts composés.
Le placement P1 : capital initial de 5000 euros, au taux d’intérêts annuel de 5,5%.

Le placement P2 : capital initial de 7000 euros, au taux d’intérêts annuel de 4%.
On note (un) et (vn) les valeurs acquise au 1er janvier (2006 + n) par les placement P1 et P2.

1. Calculer u1 et u2 (résultats arrondie à 0,01 près)

2. Calculer v1 et v2 (résultats arrondie à 0,01 près)

3. Montrer que (un) et (vn) sont des suites géométriques dont on donnera la raison.
Exprimer un et vn en fonction de n.

4. a. Montrer que l’inéquation un > vn est équivalente à
(

1, 055

1, 04

)n

> 1, 4

b. Résoudre dans IR l’inéquation
(

1, 055

1, 04

)n

> 1, 4 , puis déterminer le plus petit nombre entier naturel n qui vérifie

cette inégalité.

c. En déduire l’année à partir de laquelle le capital acquis par le placement P1 sera supérieur au capital acquis par le
placement P2 .

EXERCICE 40

Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier n solution de l’inéquation :

a) 1, 05n > 1, 5 ; b) 0, 92n 6 0, 75 ; c)
(

1 +
3

100

)n

> 2 ; d) 0, 2 >

(

1− 9

100

)n
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EXERCICE 41(

D’après sujet bac Liban 2013

partie a

On considère la suite (un) définie par u0 = 10 et pour tout entier naturel n, un+1 = 0, 9un + 1, 2.

1. On considère la suite (vn) définie pour tout entier naturel n par vn = un − 12.

a. Démontrer que la suite (vn) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b. Exprimer vn en fonction de n.

c. En déduire que pour tout entier naturel n, un = 12− 2× 0, 9n.

2. Déterminer la limite de la suite (vn) et en déduire celle de la suite (un).

partie b

En 2012, la ville de Bellecité compte 10 milliers d’habitants. Les études démographiques sur les dernières années ont montré
que chaque année :

1. 10 % des habitants de la ville meurent ou déménagent dans une autre ville ;

2. 1200 personnes naissent ou emménagent dans cette ville.

1. Montrer que cette situation peut être modélisée par la suite (un) où un désigne le nombre de milliers d’habitants de la
ville de Bellecité l’année 2012 + n.

2. Un institut statistique décide d’utiliser un algorithme pour prévoir la population de la ville de Bellecité dans les années
àvenir.
Recopier et compléter l’algorithme ci-dessous pour qu’il calcule la population de la ville de Bellecité l’année 2012 + n.

variables
a, i, n.

initialisation
Choisir n

a prend la valeur 10
raitement

Pour i allant de 1 àn,
a prend la valeur . . .

sortie
Afficher a

3. Résoudre l’inéquation 12− 2× 0, 9n > 11, 5. En donner une interprétation.

EXERCICE 42

1. Actuellement, le taux du livret A d’épargne est égal à1,25%. En supposant que ce taux reste inchangé sur le long terme,
au bout de combien d’années, un capital placé sur le livret A aura-t-il plus que doublé ?

2. Un capital est placé àintérêts composés au taux annuel de 4%. Au bout de combien d’années, ce capital aura-t-il
augmenté d’au moins 80% ?

3. Le gouvernement d’un pays envisage de baisser l’impÃ´t de 2% par an. Au bout de combien d’années, l’impÃ´t aura-t-il
baissé de 20% ?

4. D’une année sur l’autre, un produit perd 5% de sa valeur. Au bout de combien d’années ce produit aura-t-il a perdu
plus de 40% de sa valeur initiale ?

5. La population mondiale est passée à6,9 milliards en 2010. Avec un taux de croissance annuel de 1,14% , en quelle année
la population mondiale dépassera-t-elle 9 milliards ?
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1. ln a = ln b ⇐⇒ eln a = eln b

=⇐⇒ a = b.

2. lnx = k ⇐⇒ eln x = ek

⇐⇒ x = ek.

3. ex = k ⇐⇒ ln ex = ln k

⇐⇒ x = ln k.

PREUVE
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Fonctions logarithme (COURS) . M.DJAVAHERI

1 Solution équation : ex = k .

♦ Si k ≤ 0 :
l’équation ex = k n’a pas de solutions dans IR .

♦ Si k > 0 :
l’équation ex = k a une solution unique ( notée α )dans IR .

Ainsi à tout nombre strictement positif , on peut lui associer un nombre α :

k 7−→ α

2 Fonction logarithme népérien .

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui à tout nombre réel k strictement positif associe
l’unique solution réelle α de l’équation ex = k .

Cette fonction est notée ln et on a :

f : ]0 ; +∞[→ IR

k 7→ ln(k)

avec eln(k) = k

Etant donné un nombre réel k strictement positif , ln(k) est la solution de l’équation : ex = k

ex = k ⇐⇒ x = ln(k)

3 Fonction réciproque .

On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

Ceci signifie l’une des deux phrases équivalentes suivantes :

♦ Dans un repère orthonormé, leurs courbes représentatives sont symétriques par rapport à la droite
D d’équation y = x,

♦ Partant d’un nombre a en appliquant la fonction exp puis la fonction ln, on retrouve le nombre
a

4 Relation fondamentale .

Pour tous réels a et b strictement positifs :

ln(a × b) = ln(a) + ln(b)

♦ La fonction exponentielle transforme une somme en produit.

♦ la fonction logarithme népérien transforme un produit en somme.

5 Propriété algébrique .

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif :

1. Inverse : ln

(

1

a

)

= − lna

2. Quotient : ln

(

a

b

)

= lna − ln b

3. Puissance : ln (an) = n ln a

4. Racine carée : ln
(√

a
)

=
1

2
lna
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6 La courbe représentative de ln .

0 1

1

x

y

e

e

y = ex

y = lnx

7 Propriété algébrique .

Pour tout réel a et b strictement positif :

1. lna = ln b ⇐⇒ a = b.

2. ln x = k ⇐⇒ x = ek.

3. ex = k ⇐⇒ x = ln k.

8 Dérivée de la fonction logarithme .

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +∞[ et pour tout réel :

x > 0, ln′(x) =
1

x

Conséquence :
La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; +∞[ .

x

ln′(x) =
1

x

ln(x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

1

0
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Fonctions exponentielles COURS (RAPPEL) M.DJAVAHERI

1 Définition : Fonction exponentielle de base e

La fonction exponentielle est l’unique fonction f définie sur R et vérifiant les conditions :

♦ f ′(x) = f(x)

♦ f(0) = 1

Cette fonction est notée exp(x) = ex.

Ainsi pour tout réel x

(ex)′ = ex et e1 = e

2 Nombre e

Il existe une unique valeur de q telle que la tangente à la courbe représentative de la fonction x 7→ qx

au point d’abscisse 0 a pour coefficient directeur 1.

Cette valeur particulière est notée e et on a e ≈ 2, 718

-1

1

2

3

4

1 2 3-1-2-3 0 x

y y = ex

y = x+ 1e

b

A

4 Définition : Nombre e .

L’image de 1 par la fonction exponentielle est notée e.
Ainsi : exp(1) = e

La calculatrice permet d’obtenir une valeur approchée de e

e ≈ 2, 7182

6 Propriété algébrique.

♦ e0 = 1

♦ ex+y = exey

♦ e−x =
1

ex

♦ ex−y =
ex

ey

♦ enx = (ex)n

7 Propriété.

Pour tout réel x,

ex > 0.

La fonction exponentielle est strictement positive sur IR

8 Propriété.

La fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.
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x

exp

−∞ +∞

00

+∞+∞

9 Propriété.

Soient a et b deux réels.

La fonction f définie sur IR par f(x) = eax+b est dérivable Pour tout réel x, on a :

f ′(x) = a × eax+b

10 Propriété : équation et inéquation

Pour tout réel a et b :

ea = eb ⇐⇒ a = b

ea < eb ⇐⇒ a < b

ea > eb ⇐⇒ a > b

ea = 1 ⇐⇒ a = 0

ea < 1 ⇐⇒ a < 0
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SUITES I : Suites arithmétiques ; (CHAT-TIME) M.DJAVAHERI

CHAT-TIME

♦ La fonction exponentielle prend ses valeurs dans l’intervalle ]0 ; +∞[
Il n’a que des valeurs strictement positif

♦ La fonction exponentielle est continue et strictement croissante donc on va utiliser TVI :
dès que je prend une valeur strictement positif a , dans ce cas là l’équation ex = a admet une
unique solution dans IR.
Cette unique solution va nous permettre de définir le logarithme népérien
Cette unique solution est lna

♦

Définition : On appelle logarithme népérien d’un réel strictement positif a l’unique solution de
l’équation ex = a . 0n la note lna

♦ La fonction ln n’a pas d’asymptote horizontale

♦ La fonction ln est toujours en-dessous de la droite y = x ; La fonction exp est toujours au-dessus
de la droite y = x ;

♦ La fonction ln croît beaucoup moins vite que les fonctions puissances

♦ ln c’est pas seulement x doit être positif , ce qui est dans ln doit être strictement positif : ln(3 − x)
ln ne prend pas n’importe quoi

♦ De gauche à droite et de droite à gauche : ln a + ln b = ln(ab)

♦ Pour les équations , l’objectif c’est faire disparaître les ln :
lna = ln b un seul ln à gauche et un seul ln à droite
Pour les équations on cherche d’abord l’ensemble de définition
2 ln x = ln 9 la solution -3 n’est pas valable

♦ 3 ln 2 le 3 on l’envoie à l’exposant

♦ ln existe si ce qu’il y a dans ln est positive : ln(x − 1) + ln 2 = 0
Tout x − 1 doit être positive
Pour enlever les ln il faut un seul ln à gauche et à droite
L’équation a un sens si x > 1

♦ La courbe de la fonction ln va frôler l’axes des ordonnées : On va se rapprocher de zéro sans l’atteindre

♦ On a deux intervalles distincts séparée par x = 1 : signe de ln x

♦ il faut toujours dire qu’une fonctions est dérivable avant de la dériver

♦ On peut dire de deux façon
1/ La solution de l’équation ex = 2 par définition cette solution on appelle ln 2
2 : On peut dire que ln 2 est l’antécédent de 2 par la fonction exponentielle : eln 2 = 2

♦ ex = a ⇐⇒ x = ln a

Donc on peut remplacer x par lna dans ex = a on obtient e|na = a

c’est à dire ln a est l’antécédent a par la fonction exponentielle.

♦ ln ea = a

Si on pose a = 1 on obtient ln e = 1
Si on pose a = 0 on obtient ln 1 = 0

♦ y est l’image de (x) par la fonction exponentielle
x est l’image de (y) par la fonction logarithme Les fonctions exponentielle et logarithme sont réci-
proque l’une de l’autre : Si on enchaîne les deux fonctions on revient sur le même nombre
Les fonctions carré et racine carré sont réciproque 2 au carré donne 4 puis racine carré de 4 donne 2
: On revient sur le meme nombre

♦ Si on prend un exponentielle puis un logarithme , on retombe sur le même nombre

♦ Confusion : Le nombre qui est à l intérieur de logarithme doit être strictement positif mais logarithme
peut être positif ou négatif

♦ e2x = 3 pour se débarrasser de l’exponentielle il faut prendre logarithme des deux côtés
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SUITES I : Suites arithmétiques ; (CHAT-TIME) M.DJAVAHERI

CHAT-TIME

♦ ln(2x) < 3 On commence par condition d’existence
On veut se débarrasser de logarithme pour isoler x : quand on enchaine logarithme et exponentielle
on retombe sur le nombre de départ puis on prend exponentielle des deux côtés
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