


Fonctions logarithme (COURS) .

M.DJAVAHERI

[Solution équation : e* =k ]

¢S <0 :
I’équation e® = k n’a pas de solutions dans IR .
¢S k>0 :
léquation e® = k a une solution unique ( notée «
)dans IR .

Ainsi a tout nombre strictement positif , on peut lui as-
socier un nombre o

[Fonction logarithme népérien ]

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui & tout
nombre réel k strictement positif associe I'unique solution
réelle a de ’équation e* =k .

Cette fonction est notée In et on a :
f:]0; +oo[— IR elnk) —
k — In(k)

avec

Etant donné un nombre réel k strictement positif , In(k)
est la solution de I’équation : e®* = k

e =k <= x = In(k)

[Fonction réciproque ]

On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction
réciproque de la fonction exponentielle.

Ceci signifie I'une des deux phrases équivalentes suivantes :

4 Dans un repére orthonormé, leurs courbes représenta-
tives sont symétriques par rapport a la droite D d’équa-
tion y = =z,

4 Partant d’'un nombre a en appliquant la fonction exp
puis la fonction In, on retrouve le nombre a

[Relation fondamentale ]

Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(a x b) = In(a) + In(db)

4 La fonction exponentielle transforme une somme en pro-
duit.

4 la fonction logarithme népérien transforme un produit
en somme.
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[ Propriété algébrique . ]

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif

1
1. Inverse In <—) = —Ina
a
a
2. Quotient In (E) =Ilna —1Inb

3. Puissance In(a™) =nlna

In (va) = %lna

4. Racine carée

[La courbe représentative de In ]

[Propriété algébrique ]

Pour tout réel a et b strictement positif :

1. Ina=Inb<= a=02».
2. Inz = k < x = €.
3. e =k<= x=1Ink.

a [Dérivée de la fonction logarithme ]

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +oo[
et pour tout réel :

1

x>0, In'(z)=—

T
Conséquence :

La fonction logarithme népérien est continue et strictement
croissante sur ]0; 400 .

T 0 1 +00
In'(x) = % +
400
In(z) é/
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Fonctions exponentielles COURS (RAPPEL)

[ Définition : Fonction exponentielle de base e]

La fonction exponentielle est 'unique fonction
sur R et vérifiant les conditions :

f définie

¢ fl(=z) = f(=)
¢ Ff0)=1

Cette fonction est notée exp(xz) = e®.

Ainsi pour tout réel x

(e®) =e® et el =e

Il existe une unique valeur de g telle que la tangente a la
courbe représentative de la fonction x +— ¢® au point d’abs-
cisse 0 a pour coefficient directeur 1.

Cette valeur particuliére est notée e et ona e =~ 2,718

y=x+1

(' Définition :  Nombre e . )

L’image de 1 par la fonction exponentielle est notée e.
Ainsi : exp(l) =e

La calculatrice permet d’obtenir une valeur approchée de e

e~ 2,7182

M.DJAVAHERI
© [ Propriété algébrique. ]
¢ eo =1 ¢ Y = —w
¢ ety = eTe¥ ev
1
¢ e %= e_m ¢ T — (em)n

Pour tout réel «x,
e® > 0.

La fonction exponentielle

La fonction exponentielle est strictement croissante sur

est strictement positive sur

Propriété.

8
|
8

exp

Propriété.

Soient a et b deux réels.

La fonction f définie sur IR par f(x) = e2®t? est dérivable
Pour tout réel x, on a :

Ff'(x) = a x ea=t?

[ Propriété

Pour tout réel aet b :

: équation et inéquation]

e’ =e <~ a=b
e <el < a<b
e >eb = a>b
e =1 < a=0
e <1l <= a<0
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M.DJAVAHERI

Fonctions logarithme (1,

ACTIVITE 1

On note %eap la courbe représentative de la fonction exponentielle et M (z 5 y) un point du plan.

M € Cgezp

Par définition <~ y=e"

1. Completer le tableau ci-dessous.
Arrondir au centieme si besoin.

2. Placer les points dans le repére ci-dessous.

Abscisse du point M
Ordonnée du point M

ho1—}
—

holcd
[N}

Coordonnée du point M

7 6 -5 3 3 -2 10 T 2 3 1 5 6 7
L T .....
\ ............................... oL )

EXERCICE 1 EXERCICE 2
On donne ci-contre Ay On donne ci-contre
la courbe représentative 6 la courbe représentative
de la fonction exponen- 51 de la fonction exponen-
tielle. el tielle.
Résoudre ces équations " / Résoudre les inéqua-
dans R et contrbler les / tions suivantes dans R
résultats graphique- 2“/ et contrdler les résultats
ment. /71;{ graphiquement.
a)ex=1 — ;«’{j ! ! i a)ex$1 | Df
b)e*=e"' 4 -3 2 -1 10_7’1 . b) e > e 3
ef=-1 B ce’> -1 i
d)e*=0 d)e*<0
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Fonctions logarithme (2/6) . M.DJAVAHERI

ACTIVITE 2

Déterminer le nombre des solutions de ’équation e® = k selon les valeurs de k

ACTIVITE 3

1. A laide de la représentation graphique de la fonction exponentielle , donner les solutions approchées des équations
ci-dessous :

a. e =1 b. e* =2 c. e?=3 d. e* =4 e. eT=5

Solutions de e* = k

2. Completer a I'aide d’une calculatrice (& 0,001 prés ) le tableau ci-dessous.
Comparer, les résultats avec le tableau précédent.

T 1 2 3 4 5 6 7 8
Inx

3. Placer les points de coordonnées (x ; Inx) dans le
repére ci-dessous.

4. Tracer la courbe représentative de la fonction In.

5. Quel est I'ensemble de définition de la fonction loga-
rithme népérien ?

6. Conjecturer pour la fonction logarithme népérien :

a. les limites aux bornes de ’ensemble de définition.
b. le sens de variation.

c. le signe de la fonction.

7. Compléter les pointillés dans les phrases suivantes :

a. Ine=0 — L= e
b. Inz >0 ~— T E e
c. Inz <O <~— L EC evenns
d. Inxz >1n4 <— T EC e
e. Inz <In4 <= T E cernns

8. Tracer la droite d’équation y = x dans le repére ci-
contre.
Que remarquez vous ?

9. Donner les valeurs de €2 et In(e?).
Que peut-on en déduire quant & e™® et In(e®) ?
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Fonctions logarithme (3/6) . M.DJAVAHERI

Résoudre une équation ou inéquation du type : In[u(z)] = a ou Infu(z)] < a

EXERCICE 3

Résoudre dans IR les équations ou inéquations suivantes :

1. In(x) =5
2. 2In(z) =4 ORI Conseils & Méthodes SRS
: FICommencer par déterminer les
3. In(z) = —1 Flconditions d'existence, a savoir :
1 2 — 5 ¢ lensemble (E) des réels x tels que
) - ¢ u(x) > 0dans l'expression In (u(x)).
5. e*t8 =4 ﬂSimpIiﬁer un logarithme en
N  "appliquant la fonction exponentielle. ¢
1 1 i
6. e*7" >2 : ElSimplifier en appliquant la fonction
7. e"t5 >4 ]

8. In(x) < -1

9. In(l—x) >1

Résoudre une équation ou inéquation du type : In[u(z)] = In[v(z)] ou In[u(z)] < In[v(x)]

EXERCICE 4 |, Conseils & Méthodes .

Résoudre dans IR les équations ou inéquations suivantes : Déterminer les conditions :

1. In(x) = In(10) d'existence, soit I'ensemble (E)

2 In(z — 1) = In(5) des réels x: u(x) > 0 et v(x) = 0.

H Puis résoudre dans | u(x) = v(x).
3. 1 5) =1In(2 —
n(z +5) n z) - ﬂPuis résoudre u(x) < v(x).

4. 1 1) = In(—
n(z + 1) = In(—z) S'assurer que les solutions

5. In(5 —x) =In(x — 1) »  trouvées appartiennent bien
i alensemble correspondant
' aux conditions d'existence.

f"escccsssessscscsccnssssassnacRRRRRE

6. In(x) < In(3)

[Propriété algébrique de In ]

EXERCICE 5 EXERCICE 7

1. Exprimer chacun des nombres suivants sous la Simplifier au maximum les expressions suivantes.
forme In g, avec a un réel strictement positif. a) eZn3+n4 b) g3n2-In4
a)2In5-In15 ) @ln6+1 d @2In5+In3
b)-In3+41In2-In5 alno+2 o2in3

2. Exprimer chacun des nombres suivants en fonction de In 5.
1
a)4In5+In25-3In (Ej EXERCICE 8

1 1 - Justifier les égalités suivantes.
b)In125—5In25+In(£)—4ln\/§ a) e3n3 4 @27 = 76

5In3 4ln9 _ 213
b) e>"3 x etn9 =3

EXERCICE 6 ) In(1+e°) +In : =5
14+ e

1. Exprimer sous la forme In g, avec a un réel stricte-
ment positif, le nombre 3In2-In9 + In 5.
2. Exprimer en fonction de In2 le nombreln 8 — 3In 4 + In \/5

math-javahery.blogspot.fr



Fonctions logarithme . M.DJAVAHERI

EXERCICE 9

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]10; +oo [ par :

f(z) =222 4+ 1 — In(x)

1. Calculer f’(x).
2. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. En déduire que pour tout nombre réel x > 0, f(x) > 0.

EXERCICE 10

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]10; +oo [ par :
f(z) =2In(z) — 22 -3
1. Calculer f’(x).

2. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. En déduire que pour tout nombre réel x > 0, f(x) < 0.

EXERCICE 11

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]10; +oo [ par :

f(x)=1—a — In(x)
1. Calculer f’(x).
2. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

3. Calculer f(1).En déduire le signe de f(x) selon les valeurs de .

EXERCICE 12

Soit f la fonction définie sur Uintervalle ] 03 +oo [ par :
f(z) = x2 — 2 + In(x)
. Calculer f’(x).

. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

. Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution, notée « , dans l'intervalle [1,31;1, 32]

=W N

. En déduire le signe de f(x) selon les valeurs de .

EXERCICE 13

Soit f la fonction définie sur Uintervalle | — co; 1[ par :

f(@) = In(1 — )

On note Cy sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormé.

Calculer f/(x).

Déterminer les coordonnées du point d’intersection de C'¢ avec 'axe des abscisses ; on note I ce point.
Déterminer le coefficient directeur de la tangente & C'¢ au point I.

Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

M e

Tracer la courbe C' et la tangente & C'¢ au point I.
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Fonctions logarithme (5/6) .

M.DJAVAHERI

EXERCICE 14

Dans chaque cas déterminer les entiers naturels n tels

que:

a) (E) <1074
3

3 n
c1- (Ej =0,999

b) (gj =106
7

2n
d) 0,004 > (g}

EXERCICE 15

Dans chaque cas déterminer les entiers naturels n tels
que:

1 n
a) (—) < 0,001
5

c)1,22" >10°

2 n
b) 1- (Ej =0,999999

d) 0,02 > (Ej
11

EXERCICE 16

(un)neN est la suite géométrique de premier terme

u,=2etderaison g = %

A partir de quel rang n les termes de la suite sont-ils stric-
tement supérieurs a 1 million ?

EXERCICE 17

1. Soit f(x) = [1 - l)(In (x) = 2) + 2 définie sur
x

le; +oo[. Déterminer lim f(x).

x—>+00

2.a) Montrer que f’(x) = Lf) avec u(x) =In(x) + x - 3.
w

b) Etudier les variations de u sur Je ; +°[ et en déduire
son signe.

¢) En déduire le tableau de variations de fsur ]0 ; +oc[.

EXERCICE 18

1.Soitf(x)=x - In_x définie sur [1; +ool.
x

Montrer que f(x)= g(f) avec g(x) =x2-1+In(x) eten
5

déduire le tableau de variations de fsur [1; +].

I‘ ERCEREAIE Penser a étudier les variations de g

pour en déduire le signe de g.

2. Etudier la position de la courbe €, et de la droite D
déquation y = x.

EXERCICE 19

Soit la fonction f définie par f(x) = In (- 2x% + 13,5)
sur l'intervalle [-2,5; 2,5].

1. Dériver f, puis dresser son tableau de variations sur
[-2,5;2,5].

2. Calculer f(-2,5) et f(2,5).
3. En déduire le signe de fsur[-2,5; 2,5].
D’apres Bac S, Pondichéry, 2017.

EXERCICE 20

Soit la fonction g(x) = In[1 + (e - 1)x] — x définie sur
[0; 1]
(e-2)—(e-TNx
1+(e-1x
2. Déterminer les variations de g sur [0 ; 1] et en déduire

1. Montrer que g’ (x) =

. e-2
gue g admet un maximum en e dont on donnera une

valeur arrondie a 1072 prés.

3. Etablir que Iéquation g(x) = 0,05 admet deux solutions
sur[0; 1].

D’apres Bac S, centres étrangers, 2014.

EXERCICE 21

Soit la fonction f définie sur l'intervalle 10 ; +[ par :
f(x)=x- In_;c
X
1. Soit g la fonction définie sur 10 ;+°[ par g(x) =x* - 1+ 2Inx.
a) Etudier le sens de variation de la fonction g sur 10 ; +o[.
b) Calculer g(1) et en déduire le signe de g sur ]0 ; +I.

2.a) Montrer que f'(x) = @
%

b) En déduire le sens de variation de fsur 0 ; +oo[.

EXERCICE 22

On considere la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par :
fix) =2(In ()2 = Inx-1.
1. Calculer f'(x) et en déduire le sens de variation de f.
2.a) Résoudre I'équation 2X> - X-1=0.
b) En déduire que I'équation f(x) = 0 a deux solutions qui
1
sonteet \/E'

3. a) Donner le tableau de variations de f sur l'intervalle

1
— el
Je
b) En déduire que I'équation f(x) = -1 admet exactement
deux solutions o et B sur cet intervalle.
c) Déterminer les valeurs exactes de o et B en résolvant
directement I'équation f(x) = -1.
4. Justifier que lI'équation de la tangente a 6, courbe

3
représentative de f, au point d'abscisse eest 7, : y =—x - 3.
B
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Fonctions logarithme . M.DJAVAHERI

EXERCICE 23

On considére la fonction g définie sur 'intervalle [0 ; 4oo[ par

g(zx) =22 —4+2Inz.
Partie A
1. Déterminer g’(x) puis dresser le tableau des variations g sur [0 ; +ool.
2. Montrer que, dans l'intervalle [1 ; 2], I'équation g(x) = 0 admet une solution unique notée c.

3. Déterminer un encadrement d’amplitude 1072 de o.

4. Déterminer le signe de la fonction g(x) sur Uintervalle [0 ; +oof
Partie B

On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par

2 Inz
fx)=z—14+——2——
x x
, . , 9(z)
1. Montrer que pour tout nombre réel x de l'intervalle [0; ool  f'(x) = —~.
x

2. Etudier le signe de f’(x) sur [0; +oo[ et en déduire le tableau de variations de f sur [0 ; +ool.

EXERCICE 24

On considére la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; 4oo[ par
g(x) =222 —4Inz + 4.
Partie A

1. Déterminer g’(x) puis dresser le tableau des variations g sur [0 ; 4oo].

2. Déterminer le signe de la fonction g sur lintervalle [0 ; 4o00]

Partie B

On consideére la fonction f définie sur [0 ; 4+oo[ par

Inx
flx) =2 -3+ —.
T
1. Déterminer la position de la courbe C}y et la droite D d’équation : y = 2x — 3
2. On appelle f’ la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle [0 ; 4ool.
g(x)
x2?

b. Etudier le signe de f’(z) sur [0 ; 4oo[ et en déduire le tableau de variations de f sur [0 ; +ool.

a. Montrer que pour tout nombre réel x de Uintervalle [0 ; +oo[  f'(x) =

3. a. Montrer que, dans Uintervalle [1 ; 2], ’équation f(ax) = 0 admet une solution unique notée «.

b. Déterminer un encadrement d’amplitude 1074 de .

EXERCICE 25

Résoudre dans lintervalle ]0; 4oo[ les équations et les inéquations suivantes :

1. 2In(x) =8 5. In(x) — In(10) = 6
2. In(x) + In(8) = — In(2)

3. 2In(z) + In(2) = In(18)
4. In(x) 4+ In(8) = —1n(32)

1
6. ——Inx<0
5 S

7. 3In(z) > -3
8. In(10z) >0
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Fonctions logarithme (Hors série) .

M.DJAVAHERI

EXERCICE 26

Soit la fonction f définie sur]-1; + o[ par

1
f(x)= 5= +1-2In(x + 1) et 6 sa courbe représentative.

1.a) Calculer f'(x).

b) En déduire le tableau de variations de f.

2. Montrer qu'il existe un point de € en lequel la tangente
est parallele a la droite déquation y = x et déterminer
I'équation de cette tangente.

3. Etudier la position de € et de la droite d d’équation

—lx+1
J=3 .

EXERCICE 27

fest une fonction définie sur R par fix) = In (ax? + bx + ),
ol a, b, et ¢ sont trois réels.
Son tableau de variations est :

X —© -1 = 0 +0

Signe de f'(x) - 0 +

#

Variations de f In2 0
\ In [7) /

1. En utilisant les données du tableau, montrer que
fixX)=In(2x2+x+ 1).

2. a) Calculer f'(x).

b) Vérifier que les variations et les informations portées sur
le tableau ci-dessus sont exactes.

EXERCICE 29

Soit la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ dont la représentation
graphique %6, est donnée ci-dessous et d la tangente a 6,
au point d'abscisse 1.

I Y
—3—2/?{123456\

Lexpression de fest du type f(x) =alnx + bx+ caveca, b ,c
trois réels.

A® 1. Par lecture graphique, déterminer f(1) ; f'(1) et f(2).
2. En déduire I'expression de f.

3. Résoudre graphiquement f(x) = 3.

EXERCICE 28

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé,  A199 $
dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; i, f'), la
courbe représentative € d'une fonction f définie et dérivable
sur l'intervalle 10 ; +oe[.

l\}/

ps |

| .8

h5 \
1 | ¢

7’ A !

05+ :

1 1 ‘iAI 1 1 1 1 ‘&
0 f,5 115 2 25 3 35

i

On dispose des informations suivantes :

— les points A, B et C ont pour coordonnées respectives
(1;0),(1;2),(0;2);

— la courbe € passe par le point B et la droite (BC) est
tangentea€enB;

— il existe deux réels positifs a et b tels que, pour tout réel

. . a+blnx
strictement positif x, f(x) = ————.
%

1. a) En utilisant le graphique, donner les valeurs de (1)
et f(1).

b) Vérifier que, pour tout réel strictement positif x,
Flx) = (b-a)-bln X

xZ

¢) En déduire que f(x) = w

2.a) Justifier que, pour tout réel xappartenant a l'intervalle
10; +o°[, f(x) a le méme signe que -Inx.

b) En déduire les variations de la fonction f.

3. a) Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique
solution o sur l'intervalle 10 ; 11.

b) Par un raisonnement analogue, on démontre qu'il existe
un réel B de l'intervalle 11 ; +<o[ tel que f(B) = 1.
Déterminer I'entierntelquen<B<n+1.

B » On admettra pour la suite de I'exercice que :
fix) =4Inx-2x+5.
Soit la fonction g définie sur10; +o[ par g(x) =2Inx-x+ 1.
1. Calculer g’(x) et étudier son signe.
2. En déduire le tableau de variations de g.
3. Vérifier que 1 est solution de I'équation g(x) = 0.
4. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solu-
tion o sur l'intervalle [2 ; +oo].
On donnera une valeur approchée de oca 1072 prés.
5. En déduire le signe de g.
6. En déduire les solutions de l'inéquation f(x) = 3.
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EXERCICE 30

Soit la fonction f définie sur ]0 ; +o°[ dont la représentation
graphique 6, est donnée ci-dessous et d la tangente a €,
au point d'abscisse 1.

4

_'3-'27'/?{1'5.%&%6\

Lexpression de fest du type f(x) =alnx + bx + caveca, b,c
trois réels.
AP 1. Par lecture graphique, déterminer (1) ; f'(1) et A2).
2. En déduire l'expression de f.
3. Résoudre graphiquement f(x) = 3.
B » On admettra pour la suite de I'exercice que :
flx) =4lnx-2x+5.
Soit la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) =2Inx-x+ 1.
1. Calculer g’(x) et étudier son signe.
2. En déduire le tableau de variations de g.
3. Vérifier que 1 est solution de I'¢quation g(x) = 0.
4. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solu-
tion o sur l'intervalle [2 ; +oo].
On donnera une valeur approchée de oca 1072 prés.
5. En déduire le signe de g.
6. En déduire les solutions de l'inéquation f(x) = 3.
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50de
5n Résoudre une équation/inéquation du type In(u(x]) = aouIn(u(x]) < a

L T T R A R RN N Y sesssssssnneslfendes EE R T

Enoncé
Résoudre les équations et inéquations suivantes. L eseeees Conseils & Methodes IR .
a)in(x)=5 b)e*=3 Adln(1-x=<-1 d)e¥3>4 Commencer par déterminer les

conditions d'existence, a savoir
I'ensemble (E) des réels x tels que
u(x) > 0 dans l'expression In (u(x)).

a) Pour tout x € R ﬂ, In(x)=5 < x=e® d'ou §={e’}.
b) Pour tout x € R+ ﬂ; e*=3 e x=In3),douS={In(3)}. ﬂ
) Pourtout 1-x>0=x€ J-»; 1]

ﬂ Simplifier un logarithme en
appliquant la fonction exponentielle.

ﬂ Simplifier en appliquant la fonction

L R R R R R
R )

In(1-0<-1el-x<e'cestadirex=1-e" ] logarithme. ;
dion S =[1 e +o[ A ] 1[s0itS=[1— et 1[ Rk 4 A 2 e A e b o
d) Pour toutx € R ﬂ,el"“3>4<:>2x—3>ln(4) ﬂ@x>@d’oﬂ$=:|ln(?+3;+°{.
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;‘“’9 Résoudre une équation/inéquation
B o type in ufd) = In (v ) ou n (u) < tn(vfd)
Enoncé
1. Résoudre I'équation In (4x- 1) =In (2 - x).
2. Résoudre l'inéquation In(x® + 2x-3) = In(2).

i Solution

1. Conditions d'existence : 4x-1>0et2-x>0, ﬂ

soitx>%etx<2d'oﬁx€l=}%;2 ;

3
Pourtout x € |, In(4x-1)=In(2 - x) & 4x~1=2 - x c'est-a-dire x = 5

3
Or;EI,doncS:{%} ﬂ
2. Conditions d'existence : % + 2x-3 > 0
A=16;x =1etx,=-3,d'otl =]-o0;-3[U]1 ; +o[.
Pourtoutx €, In(x* +2x-3)=hR) = x+2x-3=2 ﬂ Sx+2x-5=0;
A=24;x =-1-\J6 =-345etx, =-1+/6 = 1,45

. Conseils & Méthodes o

Déterminer les conditions
d'existence, soit 'ensembile (E)
des réels x: u(x) > 0 et v(x) > 0.

E Puis résoudre dans | u(x) = v(x).
ﬂ Puis résoudre u(x) < v(x).

'™ S‘assurer que les solutions
trouvées appartiennent bien
a lensemble correspondant
aux conditions d'existence.

"sessscssessssssssssnsssnssnssnnsnns®

R R R P R R T R E R TN Y
BN ORI NN N BN ORSBENBD RS

X, etx, appartiennent & l,d'otix € Joo;-1-+/6 [UJ-1++/6 ;+[etx € |, d'oti S = ]-00; 1= /6 [UT-1+/6 ; +oo[. H
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Propriétés immeédiates Propriétés algébriques

* In(1)=0 ¢ In(ab)=In(a) +In(b)
¢ In(e)=1 . in(l]=—ln(a)aveca¢0
o In(e) =x — — -

e e = yavec x € R

. In[%) =In(a)-In(b) avec b0

e In(\/a):% In(a) aveca=0

¢ In(@)=nlIn(g)avecn e N
\ J

Fonclion logarithme
néperien

flx) = In (x)

Dérivéees

exp e liminx=-o

x—0

’ d ¢ |lim Inx=+>
n(m)=m, . < 7700 x—40e

. In’{x)=%aver¢0

o (Inu)'(x) = M avecu(x) >0
ul(x)

La fonction In est strictement
croissante sur]0 ; + o[,

e Pourtout0 <x<1:lnx<0.
e Pourtoutx>1:Inx>0.

Inequations

R couations I

e Inx=as x=¢°
. Inx:Iny<:>x:y

_Inb
Ina

= g@"=b avec a et b positifs différents de 1

e lnx=agex=e

e lnyx=Inye=x=y

* a"=bavecaetbpositifsenlna=Inb
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Fonction exponentielle (2/6)

[ Le tracé de la courbe de la fonction logarithme népérien. M. DJAVAHERI]

On note %eap la courbe représentative de la fonction exponentielle et M (z ; y) un point du plan.
Par définition M € Cexp <~ y=¢e"

1. Completer le tableau ci-dessous.

2. Placer les points dans le repére ci-dessous.

ho1
—

holod
[\

Abscisse du point M —2 -1 —2 0
Ordonnée du point M
Coordonnée du point M

On note %, la courbe représentative de la fonction logarithme népérien et M’ un point du plan.
Par définition : M’ € 6in <= x=Iny

1. Completer le tableau ci-dessous.
Attention les coordonnées de M’ sont (y 5 @) donc les roles de x et y sont inversé par rapport & ce qu’ils sont

d’habitude.

2. Placer les points dans le repére ci-dessus.

Abscisse du point M’
Ordonnée du point M’
Coordonnée du point M’

A SAVOIR

Si un point M € %eqp de la courbe représentative de la fonction exponentielle a pour coordonnées (a ; b) alors le point
M’ de coordonnée (b ; a) appartient & la courbe représentative de la fonction 1ln

M(a ; b) € Cenp = M'(b; a) € Gin
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Fonction exponentielle (3/6)

[ Le tracé de la courbe de la fonction logarithme népérien. M. DJAVAHERI]

On dit que la fonction logarithme népérien est
la fonction réciproque de la fonction exponen-
tielle.

Ceci signifie I'une des deux phrases équivalentes
suivantes :

4 Dans un repére orthonormé, leurs courbes
représentatives sont symétriques par rapport
a la droite D d’équation y = x,

4 Partant d’'un nombre « en appliquant la
fonction exp puis la fonction In, on retrouve
le nombre «

EXERCICE 31

Compléter les pointillés dans les phrases suivantes :

1. A(e—2; ...... ) € €in

2. B(eeee i Y) € Cin

3. C(x; Y) €EGn <=  D(y;x)€ereeen
4. Inx =5 <~— L= e

5 Inxz=0 — L= e

6. Inze >0 ~— LE ceenns

7. Inz <0 — LE ceenns

8 Imx=1 — L= e

9. e* x e~ Ine” — ...,
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Fonction exponentielle (4/6)

[ Introduction.

M. DJ AVAHERI]

EXERCICE 32

Simplifier ’écriture des nombres suivants :

A=1n(16) — 7In(2) + 41n(32) + 31n (%)

C =8In(v3) +51n(9) — In (9v/3)

E_ln(\/§—1)+ln(\/§+1)
B 2

G=n(V3+Vv2)+In(v3-v?2)

_ In5—-1n10
N 21n(\/§)

EXERCICE 33

B =3In(125) — 21n(25) + 61n (%)

1 1
§1n9741n\/§—1n§

In3
In 36

- In3+1n2

1
H=2Inv/8-3In (Z)

In(12) — In(9)

1 L In(64
n 37 + 1In(64)

D =

J:

Simplifier ’écriture des nombres suivants :

A=In(e™?) +e 02

Ine 1
B= @ “‘<E> :

C =In (4e?) + In (%) ;
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Fonction exponentielle (4/6)

7

.

1
|| La fonction logarithme népérien est dérivable sur |0;+oo| et pour tout réel x > 0, In'(x) = —.
i

Introduction. M. DJ AVAHERI]

On admet que la fonction In est dérivable sur |0; +ool.

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(z) = e"*.

f est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel z > 0, f'(x) = In(x) x % =1n'(z) x =.
Or pour tout réel z > 0, f(z) =z d’ou f/(z) =1

Ainsi pour tout réel z > 0, In’(z) x x = 1 donc In'(z) = —.
5

” La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; +oo] .

La fonction In est dérivable sur |0; +oo[ donc continue sur cet intervalle.

1 1
La dérivée de la fonction In est la fonction définie sur ]0; +oo[ par In'(x) = =. Or si z > 0 alors, — > 0.
03

La dérivée de la fonction In est strictement positive, donc la fonction In est strictement croissante sur
]0; +ool.

T 0 1 +00

e — 0 _—

conséquences
On déduit de ce théoréme les propriétés suivantes :

Définition 3 :

Pour tous réels a et b strictement positifs
Ina =1Inb si, et seulement si, a =10

Ina > Inb si, et seulement si, a > b

Puisque In1 =0 :
Définition 4 :

Pour tout réel x strictement positif :

Inx =0 si, et seulement si, x =1

Inx > 0 si, et seulement si, x > 1

Inx < 0 si, et seulement si, 0 < x < 1
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Définition 5 :

” Pour tout réel k, léquation Inx = k admet dans l’intervalle |0; +00[ une unique solution x = ek,

Comme la fonction logarithme népérien est continue, strictement croissante et que pour tout réel z > 0,
Inz € IR alors, d’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire :
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Propriété 1 : Relation fondamentale

Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(a X b) = In(a) + In(b)

Soient a > 0 et b > 0 deux réels strictement positifs,

Par définition de la fonction In : a = ™% | b= e™? et a x b = en(ex?)
D’autre part, a x b = e @ x eIt = elnatind

Dot e(@xb) = elnatlnd Done In (a x b) = Ina + Inb.

A SAVOIR

4 La fonction exponentielle transforme une somme en produit.

4 la fonction logarithme népérien transforme un produit en somme.

Propriété 2 : Autres régles de calcul

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif :
1. Inverse : In (%) = —Ina
2 Quotient :  In(})=Ina—Inb
3. Puissance : In(a™) =nlna
4. Racine carée : In (v/a) = %lna

1 1
1. Soit @ > 0 alors — > 0. Or a x — = 1 donc
a a

ln<a><l> zlnl(@lna—l—lnl:()(:)lnl:—lna
a a a

2. Soita>0etb>0
(%) =1 Y T Y
nl-)=In{ax=)=na+In-=Ina—In
b b b
3. Soient a > 0 un réel strictement positif et n un entier relatif,
eln(a”) — a” et enlna _ (elna)n — a
Donc e'®(¢") = ¢"n@ ot par conséquent, In (a”) = nlna.

4. Soit a > 0 alors (\/5)2 = q donc
Ina =In (\/5)2 =2Iln+va
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Résoudre dans IR les inéquations suivantes :

2 He2—3e

a) 42+ < 3 b) 32 > 1 ; o) ()’ = =<0 ; d) >2 €) 362 — Te® +2 < 0.

eQz—l
Exercice I

1. Résoudre dans ]0; o0 chaque équation, puis donner une valeur arrondie 410~3 prés des solutions :

a)lnx =-1; b)2Inxz 40,01 =0 ; c)3lnz =¢e? ; d)2(nz)* =1 ; e) (e** —2) (In(2z) — 2) = 0.
2. Résoudre dans ]0; +o00[ les inéquations suivantes :
3lnzx

a)2lnz < -2 ; b)In2z < -2 ; ¢)ln2—-Inz >3 ; d)In(3z) —2Inz <5 ; e) (Inz)” + —-1>0.

Exercice I1
Démontrer les propriétés suivantes :

1. Pour tout réel # > 1,In (22 + 2 —2) =In(z+2) +In(z — 1)

1
2. Pour tout réel x strictement positif, In (z + 1) =lnz + In (1 + —)
x

1
3. Pour tout réel z appartenant al’'intervalle | —2;2[, Inv2 —z +1Inv2 +z = 3 In (4 — %)

Exercice 111

Résoudre les équations suivantes aprés avoir précisé ’ensemble des valeurs du réel x pour lesquelles ’équation est définie.

1. In(1—-2z)=In(x+2)+1n3 3. In(z—2)+In(z+3) =1In 3z + 2)
2. ln(lfo):hl(Q:c—l) 4. 1n\/2z—2:1n(4—z)—%1nz

Exercice IV
Résoudre les inéquations suivantes aprés avoir précisé I’ensemble des valeurs du réel x pour lesquelles I'inéquation est définie.
1 2
Lln(x—2)<In(2x+1) 2. 1n(3x+2)>1n<z2+1> 3. 1n<1+—><1nz
x
Exercice V

1. Résoudre les équations suivantes :

T + 2 r—1 2
1 =1; b) 1 =-1; =
a) In . ; ) ol ; ¢) 2(Inz)" +3lnz =2
2. Résoudre les inéquations suivantes :
a) In xlg—l; b) m(2x+1)—In(z—-1)<1; ¢) (Inz)®—lnz<6
T

Exercice VI
Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier n solution de I'inéquation :

3\" 9 \"
a) 1,05 >1,5 ; b) 0,92" < 0,75 ; ¢) (1+—100) >2 d) 0,2/(1 100)

Exercice VII

1. Actuellement, le taux du livret A d’épargne est égal a1,25%. En supposant que ce taux reste inchangé sur le long terme,
au bout de combien d’années, un capital placé sur le livret A aura-t-il plus que doublé 7

2. Un capital est placé aintéréts composés au taux annuel de 4%. Au bout de combien d’années, ce capital aura-t-il
augmenté d’au moins 80% ?

3. Le gouvernement d’un pays envisage de baisser I'impA "t de 2% par an. Au bout de combien d’années, 'impA "t aura-t-il
baissé de 20% ?

4. D’une année sur l'autre, un produit perd 5% de sa valeur. Au bout de combien d’années ce produit aura-t-il a perdu
plus de 40% de sa valeur initiale ?

5. La population mondiale est passée 46,9 milliards en 2010. Avec un taux de croissance annuel de 1,14% , en quelle année
la population mondiale dépassera-t-elle 9 milliards ?

Exercice VIII : (D’apres sujet bac Liban 2013)
partie a

On considére la suite (u,) définie par up = 10 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 0,9u, + 1, 2.
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1. On considére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 12.
a. Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b. Exprimer v,, en fonction de n.
c. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 12 — 2 x 0,9™.

2. Déterminer la limite de la suite (v,,) et en déduire celle de la suite (uy,).

partie b

En 2012, la ville de Bellecité compte 10 milliers d’habitants. Les études démographiques sur les derniéres années ont montré
que chaque année :
1. 10% des habitants de la ville meurent ou déménagent dans une autre ville ;
2. 1200 personnes naissent ou emménagent dans cette ville.
1. Montrer que cette situation peut étre modélisée par la suite (u,) ol u,, désigne le nombre de milliers d’habitants de la
ville de Bellecité 'année 2012 + n.
2. Un institut statistique décide d’utiliser un algorithme pour prévoir la population de la ville de Bellecité dans les années

avenir.
Recopier et compléter ’algorithme ci-dessous pour qu’il calcule la population de la ville de Bellecité I’année 2012 + n.

variables

a,i,n.
initialisation

Choisir n

a prend la valeur 10
raitement

Pour 7 allant de 1 an,

a prend la valeur ...

sortie

Afficher a

3. Résoudre I'inéquation 12 — 2 x 0,9™ > 11, 5. En donner une interprétation.

Exercice IX

1. Soit a un réel tel que 0 < a < 1. Comparer Ina et —Ina.

1 b+1
2. Soient a et b deux réels strictement positifs, tels que a < b. Comparer In (i) et In (%)
a

a+b
3. Soient a et b deux réels strictement positifs, montrer que In (%) > In+vab.
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Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée f’ de la fonction f définie sur ]0; 00| :

a)

flz)=zhz—=z ;

_ Inx

b) f(iﬁ)—T ;

D’aprés sujet bac Nouvelle Calédonie 2013

c)

fz) =

eI

_ Inx

)

On considére la fonction f définie sur lintervalle [1;10] par f(z) = 22 — 142 + 15 + 20 In .

1. Montrer que pour tout nombre réel x de U'intervalle [1;10] on a

D fi(x) =

222 — 14z + 20
. .

2. Construire en le justifiant le tableau de variation de la fonction f sur Iintervalle [1;10].

3. En déduire le nombre de solutions de 'équation f(x) = 3 dans Pintervalle [1;10].

Exercice X

d) f(z) = (Inz)*> + 2In(z)

1
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = — + Ina. On note f’ la dérivée de la fonction f.
T

1.

a. Calculer f'(z).

b. Etudier les variations de f.

2. Etudier la convexité de la fonction f.

Exercice XI

Soit f la fonction définie sur l'intervalle |0; 400 par f(z) = 2In(z) — g et dont la courbe représentative Cy est donnée

ci-dessous.

1.

-4

— —
T —
3 4 5 g 7 8 \9\\L\ TR
~__
\\
/ ~
~

[
[
I

I

a. On note f’ la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f/(z).

b. Donner le tableau des variations de f. On précisera la valeur exacte du maximum de f.

2. Déterminer une équation de la tangente 7" ala courbe C'y au point d’abscisse 1 et la tracer sur le graphique.

3.

a. Donner le nombre de solutions de 1’équation f(z) = 0.

b. Programmer ’algorithme de dichotomie suivant

Entrées

Saisir un réel strictement positif non nul a ;
Saisir un réel strictemenl positif non nul b (b > a) ;

Traitement

tant que b — a > 1073 faire

b
m prend la valeur ot

si f(a) x f(m) <0 alors
b prend la valeur m ;
sinon

| a prend la valeur m ;
fin

fin
Sorties
Afficher a ;
Afficher b;
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4.

Déterminer un encadrement a0,01 prés de chacune des solutions de ’équation f(x) = 0.
Application économique.

Une entreprise produit sur commande un article. La production quotidienne peut varier de 10 a 100 articles. Le bénéfice
réalisé par cette production est modélisé par la fonction f de la faA§on suivante :

f(x) est le montant, exprimé en milliers d’euros, du bénéfice réalisé par 'entreprise pour une production de x dizaines

d’articles.

a. Combien d’articles Ientreprise doit-elle produire par jour pour réaliser un bénéfice maximum ? Préciser alors ce
bénéfice arrondi al’euro prés.

b. Combien d’articles 'entreprise doit-elle produire par jour pour ne pas travailler aperte 7

Exercice XII : (D’apres sujet bac Polynésie Septembre 2012)

Une entreprise fabrique un produit chimique. Elle peut en produire z métres cube chaque jour ; on suppose que x appartient
al'intervalle [1;6].
Le cotit total de production Cr, exprimé en milliers d’euros, est fonction de la quantité produite x

2
Cr(z) = % +4lnz+5,6 pour z € [1;6].

1. Veérifier que la fonction Cr est strictement croissante sur U'intervalle [1;6].

. On note Cjs(z) le cotit moyen de production en milliers d’euros du meétre cube pour une production journaliére de z

meétres cube, avec z € [1;6].

Cr(z) -

On rappelle que Cy(z) =

a. Ecrire I'expression de Cj/(x) en fonction de z.

b. On admet que la fonction Cys est dérivable sur Uintervalle [1;6] et on appelle C, sa fonction dérivée. Calculer

2-3,2-381
Ch(z), et vérifier que C,(z) = % pour tout z de l'intervalle [1; 6].
x

. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [1; 6] par f(z) = 2% — 3,2 — 8Inx.

a. On admet que f est dérivable sur [1 ; 6]. Etudier les variations de f sur [1;6].

b. Démontrer que 'équation f(z) = 0 posséde une solution unique « dans [2;6] ; déterminer une valeur approchée
par excés a10~! prés de a.

c. En déduire le signe de f(z) sur [1;6] (on ne demande pas de justification).

. On prendra pour « la valeur approchée trouvée ala question 3. b.

a. En utilisant les résultats de la question 3., étudier le sens de variation de la fonction Cjs sur [1;6]. Construire son
tableau de variation (les valeurs dans le tableau seront arrondies au dixiéme).

b. Quel est le colit moyen minimal de production du métre cube de produit ?

. Dans cette question toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative méme non fructueuse, sera prise en

compte dans l’évaluation.
Comment faut-il choisir le prix de vente du métre cube de produit pour que ’entreprise puisse faire des bénéfices quelle
que soit la production choisie dans l'intervalle donné 7

Exercice XIII

Inx

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(z) = —5. On note Cy sa courbe représentative.
x

1.

2.

_1-2Inz
=—
b. Etudier les variations de la fonction f.

a. Mountrer que [ (x)

Donner une équation de la tangente 7" ala courbe C¢ au point d’abscisse 1.

Exercice XIV

Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par f(z) =z (z — 2lnz + 1)

partie a

1.
2.
3.

Calculer f/(x), ou f’ est la dérivée de la fonction f.
Calculer f”(x), ou f” est la dérivée seconde de la fonction f.

a. Etudier les variations de la fonction f.
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b. Préciser la convexité de la fonction f suivant les valeurs du réel z.

4. Montrer que la fonction f est strictement croissante.

partie b

La courbe représentative de la fonction f, notée Cy, est tracée ci-dessous, ainsi que la droite d tangente ala courbe Cy au
point A d’abscisse 2.

Y /
/
12 //
/
. /// d
(3] //
/
0 1 2 3 4 5 Y
1. La droite d passe-t-elle par l'origine du repére 7
2. a. Déterminer une équation de la tangente T' ala courbe C; au point B d’abscisse 1.
b. Etudier les positions relatives de la courbe C ¢ et de la droite 7.
Exercice XV : (D’apres sujet bac Nouvelle Calédonie 2010)
partie a
1
On considére la fonction g définie sur [1;4o00[ par g(z) = Inz — 5

1. A%octudier les variations de g sur [1;400|.
2. Résoudre 'équation g(x) = 0 dans [1; +o0l.
3. En déduire que g(z) > 0 si et seulement si z > \/e.

partie b
On considére la fonction f définie sur [1;+oo[ par f(z) = 22%(Inx — 1) + 2.
1. On appelle f’ la fonction dérivée de la fonction f sur lintervalle [1; +oo].
a. Montrer que pour tout nombre réel z de lintervalle [1;4+o00[, f/(z) = 4dxg(z).
b. A%ctudier le signe de f’(x) sur [1; 400 et en déduire le tableau de variations de f sur [1; +ool.
2. a. Montrer que, dans l'intervalle [2; 3], ’équation f(z) = 0 admet une solution unique notée a.

b. Déterminer un encadrement d’amplitude 10~2 de o
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Exercice]

La capacité mensuelle de production d’un certain type d’article d’une entreprise est comprise entre 500 et 12 000 articles.
On considére que le coiit total de production, en milliers d’euros, lorsque = milliers d’articles sont fabriqués est modélisé par
la fonction f définie pour tout réel = élément de Uintervalle [0, 5;12] par :

flx)=2+82+7—6xlnx
partie a

1. Calculer f'(x), ou f’ est la dérivée de la fonction f.
2. a. Calculer f"(z), ou f” est la dérivée seconde de la fonction f.
b. Préciser la convexité de la fonction cofit total suivant la production z.
Que se passe-t-il pour une production de 3 000 articles ? L’interpréter en termes de rythme de croissance.

3. Justifier que la fonction cotit total est strictement croissante.

partie b

Le colit moyen est le quotient du cotit total par la quantité produite. On note g(x) le cotit moyen de production.
1. a. Justifier que le colit moyen s’exprime en euros par article fabriqué.
b. Etudier les variations de la fonction g sur [0, 5;12].

2. Le colt marginal est assimilé ala dérivée du cott total. (On rappelle que le codt marginal est dans les mémes unités
que le codt moyen)

Vérifier que, lorsque le colit moyen est minimum, le cotit marginal est égal au cotit moyen.

Exercice]

partie a
Soit g la fonction définie sur ]0; +o00[ par g(x) = 1 — 2% — In(x).
1. Calculer la dérivée de la fonction g et étudier son signe. En déduire les variations de la fonction g.

2. Calculer g(1). En déduire le signe de g(z) pour = appartenant al’intervalle ]0; 4+o0.

partie b
. . . In(z) =« . . R
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(z) = 55 3 + 1. On note Cf sa courbe représentative dans un repére du plan.
x
A NES . / _ g(‘r)
1. a. Montrer que pour tout réel = appartenant al’intervalle |0; +o0o[, f/(z) = 502
x

b. En déduire le signe de f/(z) puis les variations de la fonction f.
2. Soit D la droite d’équation y = —g + 1.

a. Calculer les coordonnées du point A, intersection de la droite D et de la courbe CY.

b. Etudier les positions relatives de la droite D et de la courbe Cy.
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Exercice XVI : (D’apres sujet bac Antilles-Guyanne 2007)

La courbe C ci-dessous représente une fonction f définie et dérivable sur Uintervalle I =]0;+o0[. On note f’ la fonction
dérivée de f sur l'intervalle I.

1
La courbe C passe par les points A(1;—1) et B (—; 0) et admet une tangente paralléle 4(Ox) au point A.
e

Y
5
A
3
9
1
B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 1 1
\_ — C
—1 —>
A
9

1. En utilisant les données ci-dessus, déterminer sans justification :
a. f(1) et f/(1).

b. les solutions de l'inéquation f(x) > 0 et les solutions de 'inéquation f’(z) > 0.

a+blnz
2. On admet que, pour tout réel z de lintervalle I, f(x) = atbme ol a et b sont deux nombres réels.
x
a. Exprimer f/(x) en fonction des réels a et b.
b. Utiliser les résultats de la question la. pour montrer que a = —1 et b = —1.

c. Retrouver les résultats de la question 1c par le calcul.

Exercice XVII

On considére la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle |0; +o0o[ telle que pour tout réel = de cet intervalle f(z) =
(14+1nz)(2 —Inz) et dont la courbe représentative Cy est donnée ci-dessous.

Y

2 N

-4
1. a. Reésoudre I'équation f(z) = 0. Les valeurs exactes sont demandées.
b. Montrer que le signe de f(z) est donné pour tout réel de l'intervalle |0; +oo[ par le tableau suivant :

T 0 e2 400

Signe de f(z) -

F—O — @ | =
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1-21
2. a. On note f’ la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f'(x) et vérifier que f'(x) = S ene pour tout réel x de
Iintervalle ]0; 4+o0].

b. Etudier les variations de f. On précisera la valeur exacte du maximum de f et la valeur exacte de x pour laquelle
il est atteint.

3. Déterminer une équation de la tangente 7" ala courbe C'y au point d’abscisse 1 et la tracer sur le graphique.
4. a. Donner le nombre de solutions de 'équation f(z) = 2.
b. Résoudre dans IR I'équation (1 + X) (2 - X) =2.

c. En déduire les solutions de I'équation f(z) = 2.

Exercice XVIII : (D’apres sujet bac Liban 2010)
partie a
On considére la fonction f, définie sur l'intervalle ]0; 20] par f(z) = (362 — x) Inx + 10.

1. Calculer la valeur exacte de f (62), puis une valeur approchée a0, 01 prés.

3 2
2. Montrer que, pour tout z de ]0;20], f'(z) = —lnx + 2 _1on f' désigne la dérivée de la fonction f.
T

3. On admet que la fonction dérivée f’ est strictement décroissante sur ]0;20] et que son tableau de variations est le
suivant :

T 0 e? 20

f(x) T

T e

a. A I'aide du tableau de variations, donner le signe de f’(z) pour x appartenant al'intervalle ]0; 20].

b. Déterminer le sens de variation de la fonction f sur Iintervalle ]0;20] et dresser son tableau de variations sur cet
intervalle.

c. Etudier la convexité de la fonction f.
4. a. Montrer que, sur I'intervalle [0, 6;0,7], I'équation f(x) = 0 posséde une unique solution notée a. A la calculatrice,
donner une valeur approchée de o 40,001 prés par exces.

b. Démontrer que f(z) est négatif pour tout x €]0; o[ et que f(x) est positif pour tout x €]a; 20].

partie b

Une entreprise produit et vend chaque semaine z milliers de DVD, x appartenant a]0; 20].
Le bénéfice réalisé est égal af(x) milliers d’euros o f est la fonction étudiée dans la partie A.
En utilisant les résultats de la partie A :

1. déterminer le nombre minimal de DVD afabriquer pour que le bénéfice soit positif ;

2. déterminer le nombre de DVD aproduire pour que le bénéfice soit maximal ainsi que la valeur, 410 euros prés, de ce
bénéfice maximal.

Exercice XIX : (D’apres sujet bac Nouvelle Calédonie 2009)
partie i :étude d’une fonction

On considére la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle |0; +oo[ telle que pour tout réel = de cet intervalle f(z) =
51 —Inz)(lnxz — 2) .

1. Reésoudre I’équation f(z) = 0. Les valeurs exactes sont demandées.

2. a. Déterminer le signe de lexpression 5(1 — X)(X — 2) suivant les valeurs du réel X.

b. En déduire que le signe de f(z) est donné pour tout réel de I'intervalle |0; +oo[ par le tableau suivant :

Xz O 62 +00

Signe de f(z) —

—o— o
+
o
|

3. a. On note f' la fonction dérivée de la fonction f.

5(3—-2Inx)
x

Calculer f’(z) et montrer que f/(z) = pour tout 2 de l'intervalle ]0; 4+o00].
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b. En déduire les variations de f. On précisera la valeur exacte du maximum de f et la valeur exacte de = pour laquelle
il est atteint.

4. Donner le nombre de solutions de 'équation f(z) = 1 puis donner une valeur approchée arrondie 40,01 prés de ces
solutions.

partie ii : application

Une entreprise fabrique et revend des jouets.
f(z) représente le résultat (bénéfice ou perte) en milliers d’euros qu’elle réalise lorsqu’elle fabrique = centaines de jouets,
pour x compris entre 1 et 10, f désignant la fonction étudiée dans la partie I.
1. Déterminer, aun jouet prés, les quantités aproduire pour ne pas travailler aperte.
Interpréter concrétement le résultat de la question I. 2. Comment le lit-on sur le graphique 7
2. Cette entreprise veut réaliser un bénéfice supérieur ou égal 41000 euros.
Combien de jouets doit-elle fabriquer 7 Justifier la réponse.
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y=Ilnx

\4

Méthode Comment résoudre dans IR ['équation o® =k ot a>0 et k>0et a#1 7

On écrit les équivalences successives suivantes :

a® =k <= Ina*=lnk <= zlha=Ihk <+— zz=-—

_ Ink

On conclut : x =
Ina

Méthode : Comment résoudre dans IR I'équation a® > k ot a>0 et k>0et a#1l ?

On écrit les équivalences successives suivantes :
a® >k — Ina® >Ink = zlna >Ink

On a alors deux cas possible selon les signes de Ina

Ink

L :(:>n— St Ina >0 c’est a dire si a>1
Ina
Ink

¢ ln— S1 Ina <0 c’est a dire st O<a<l1
na
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Comme la fonction logarithme est strictement croissante, elle conserve ’ordre.

On a le tableau de variation suivant :

z 0 1 +oo
In(x) Y /
0
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L’étude de la fonction In est résumée par son tableau de variations et la représentation graphique de sa courbe.

Y

In'(x) =

8] [~

In(z)

D’aprés le tableau de variations de In,

x « “+00
In(z) v /
m

pour tout réel m, I'équation In(z) = m admet une solution unique sur IR.
En particulier, ’équation In(x) = 1 admet une solution unique que ’on note e.

In(x)

On a e~ 2,718.

Il existe un unique nombre noté e tel que In(e) = 1.

" Pour tout réel m, on a ln(e™) = m.
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Un artisan glacier commercialise des « sorbets bio ». Il peut en produire entre 0 et 300 litres par semaine. Cette production
est vendue dans sa totalité.
Le cotit total de fabrication est modélisé par la fonction f définie pour tout nombre réel = de 'intervalle I = |0 ; 3| par

f(z) = 102% — 20z Inz.

Lorsque z représente le nombre de centaines de litres de sorbet, f(x) est le coit total de fabrication en centaines d’euros.
La recette, en centaines d’euros, est donnée par une fonction r définie sur le méme intervalle I.

Partie A
La courbe C représentative de la fonction f et la droite D représentative de la fonction linéaire r sont données en annexe.

1. Répondre aux questions suivantes par lecture graphique et sans justification.
a. Donner le prix de vente en euros de 100 litres de sorbet.
b. Donner l'expression de r(z) en fonction de z.

c. Combien artisan doit-il produire au minimum de litres de sorbet pour que 'entreprise dégage un bénéfice ?

3
2. On admet que / 20xInx dz = 901n 3 — 40.
1

3
a. En déduire la valeur de / f(z) dz. cont total de production.
1

Partie B
On note B(z) le bénéfice réalisé par artisan pour la vente de z centaines de litres de sorbet produits. D’aprés les données
précédentes, pour tout = de l'intervalle [1 ; 3], on a :

B(z) = —102* + 10z + 20z In

ol B(z) est exprimé en centaines d’euros.

1. On note B’ la fonction dérivée de la fonction B. Montrer que, pour tout nombre x de Uintervalle [1 ; 3|, on a
B'(z) = —20z + 20 Inz + 30.

2. On donne le tableau de variation de la fonction dérivée B’ sur l'intervalle [1 ; 3].

T 1 3
B'(1)

B'(x) \

a. Montrer que I’équation B’(z) = 0 admet une unique solution « dans 'intervalle [1 ; 3], Donner une valeur approchée

B'(3)

de v & 1072
b. En déduire le signe de B’(z) sur l'intervalle [1 ; 3] puis dresser le tableau de variation de la fonction B sur ce méme
intervalle.

3. L’artisan a décidé de maintenir sa production dans les mémes conditions s’il peut atteindre un bénéfice d’au moins
850 euros. Est-ce envisageable ?

32 Tcentaine d’euros
30

28 +
26 1+
24 A
22

20 + D
18 1
16 1
14 +

12 + ¢
10
8 .

N =~ O

L L L L L L L L L L L C\enta\llnes\ de \litre\s
I I I I I

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,204 0,608 101,214 1,6 1,820 2,2 24 2,6 28 3,0 3,2
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1. a. La droite D passe par le point de coordonnées (1;10); 1 représente 100 litres et 10 représentent 1000 euros. Donc

la vente de 100 litres de sorbet rapporte 1000 euros.

b. La droite D passe par lorigine donc représente une fonction linéaire r avec r(x) = ax.
Cette droite passe par le point de coordonnées (1 ;10) donc r(1) =10 <= a = 10.
Donc r(z) = 10z.

c. Pour que I'entreprise réalise un bénéfice, il faut que la droite D représentant la recette soit au dessus de la courbe
C représentant le cofit ; la droite et la courbe se coupent au point d’abscisse 1. Il faut donc que x > 1 pour réaliser
un bénéfice, donc que I'artisan produise au moins 100 litres de sorbet.

3
2. On admet que / 20z Inz dz = 901n 3 — 40.
1

3
x
a. La fonction z — 1022 a pour primitive 2 — 103 donc

3

260 260 380

/ flayx= "3~ (90In3 — 40) = == ~90In3 + 40 = == ~ 90In3
1

3
1 3
b. La valeur moyenne de la fonction f entre 1 et 3 est 31 / f(z)x = 13,90.
—1J1
Donc pour une production comprise entre 100 et 300 litres, la valeur moyenne du cotit total de production est égale
a 1390 euros.

On note B(x) le bénéfice réalisé par 'artisan pour la vente de x centaines de litres de sorbet produits. D’apres les données
précédentes, pour tout x de l'intervalle [1; 3], on a : B(x) = —1022? + 10z + 20z Inx oA ? B(z) est exprimé en centaines
d’euros.

1. On note B’ la fonction dérivée de la fonction B; B(x) = —1022 + 10z + 20z Inz donc

1
B'(z) = =20z + 10+ 20 (1 xInx +x % —) =202+ 10+20lnz + 20 = —20x + 20 Inx + 30.
T

2. On donne le tableau de variation de la fonction dérivée B’ sur lintervalle [1 ; 3] :

x 1 3
B'(1)
B'(z) \
B'(3)
a. B'(1) =10 > 0 et B'(3) ~ —8 < 0 donc B'(1) > 0 > B'(3).
On compléte le tableau de variations de B’ sur [1;3] :

T 1 « 3

B/(1) |
\ '

B'(x)

B'(3)

D’apreés ce tableau de variations, on peut dire que I’équation B’(x) = 0 admet une solution unique o dans Uintervalle

[1;3].
B'(2) =
(2)~3,9>0 = a€ [2;3]
B'(3)~-8<0
B'(2,3)~0,7>0
(’ ) 0> = a€[2,3;2,4]
B'(2,4) ~ —0,5< 0
B'(2 ~
(2,35) ~ 0,09 >0 = a e [2,35:2,36]
B'(2,36) ~ —0,03 <0
Donc a =~ 2, 35.
b. D’apreés la question précédente : e B'(x)>0sur [1;al;

e B(a)=0;

o B'(z) <0sur]a;3l.
S’il n’y a aucune production, il n’y a pas de bénéfice donc B(1) =0; B(3) = 5,92.
D’0A ? le tableau de variations de la fonction B sur [1;3] :
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3. Le bénéfice maximum est obtenu pour x = a avec o € [2,35;2,36].

A la calculatrice on obtient B(2,35) ~ 8,4325 et B(2,36) ~ 8,432 8, correspondant respectivement & des bénéfices de
843,25 € et de 843,28 €.

Il ne semble donc pas envisageable d’atteindre un bénéfice d’au moins 850 €.
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¢ Pour tout x appartenant ¢ ]0; +oo[, Inzx =4k équivaut @ z=¢e*
¢ Pour tout x appartenant ¢ ]0; +oo[, Inzx <k équivaut @ x <e*
¢ Pour tout x appartenant ¢ ]0; +oo[, Inz >k équivaut @ x> e

Pour tout u > 0 et v >0 on a les résultats suivants

L’équation In(u) = In(v) est équivalente a Uéquation : u="v

Méthode Comment résoudre une équation ou figure la fonction logarithme 7

Pour résoudre une équation avec In
¢ On cherche l’ensemble des réels x pour lesquelles cette équation est définie.

¢ On transforme Uécriture de ’équation en utilisant les propriétés algébrique de In, pour se ramener 4 :
Inu=1Inv

¢ On applique le théoréme
Inu =Inv équivaut @ U=

et on résout l’équation réduite ainsi obtenue.

¢ On vérifie si les valeurs trouvées appartiennent a l’ensemble de définition de l’équation.

Méthode Comment résoudre dans IR I'équation a® =k ot a>0 et k>0et a#1l ?

On écrit les équivalences successives suivantes

a® =k <— Ina*=lnk < zlha=lhk <+— zz=-—

_nk

On conclut : x =
Ina

Méthode Comment résoudre dans IR ['équation a® > k ot a>0 et k>0et a#1 7

On écrit les équivalences successives suivantes
a® >k — Ina® >1nk — zlna >1nk

On a alors deux cas possible selon les signes de Ina

Ink

¢ x> il St Ina >0 c’est a dire st a>1
Ina
Ink ) T

0:(:<1— St Ina <0 c’est a dire si O0<ax<l1
na
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EXERCICE 34

Résoudre dans ] 0; +00 [ chacune des équations et inéquations suivantes :

1. Inx =3 3. Inxz >3 5. 4lnz < —16
2. Inz <3 4. 3lnz —4 > 11 6. Slnx —1> 14

EXERCICE 35

Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :
T = - 1 I
1.3 =5 2. 0,3 =5 g (_) _3
EXERCICE 36

1. Expliquer pourquoi 2% > 6 équivaut & In2* >1n6 puisa xzln2 >1n6

2. Quel est le signe de In2 7 En déduire 'ensemble de solutions de 'inéquation 2% > 6.

3. Expliquer pourquoi 0,25% > 6 équivaut & 1n0,25% > 1In6 puisa zIn0,25 > 1n6
4. Quel est le signe de In0,25 7 En déduire 'ensemble de solutions de I'inéquation 0,25% > 6.
EXERCICE 37

Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes
1. 1,17 <5 2. 0,85 > 0,2 3. 4" >3 4. 0,7 <0,2

EXERCICE 38

Soit (uy,) la suite géométrique de premier terme ug = 1000 et de raison 1,04 .
Déterminer la plus petite valeur de n pour que w,, > 2000 .

EXERCICE 39

Au 1¢" janvier 2006, M. Paul a placé deux sommes d’argent d intéréts composés.

Le placement P : capital initial de 5000 euros, au taux d’intéréts annuel de 5,5%.

Le placement Py : capital initial de 7000 euros, au tauzx d’intéréts annuel de 4%.

On note (uy,) et (v,) les valeurs acquise au 1¢" janvier (2006 4+ n) par les placement Py et Ps.

1. Calculer uy et ug (résultats arrondie a 0,01 prés)
2. Calculer v; et vy (résultats arrondie & 0,01 preés)

3. Montrer que (uy) et (vy,) sont des suites géométriques dont on donnera la raison.
Exprimer u,, et v, en fonction de n.

1,055\"
4. a. Montrer que l'inéquation u,, > v, est équivalente & ( 1’ 0 > > 1,4

1,055
1,04

n
b. Résoudre dans IR I'inéquation ( ) > 1,4 , puis déterminer le plus petit nombre entier naturel n qui vérifie
cette inégalité.

c. En déduire ’année & partir de laquelle le capital acquis par le placement P; sera supérieur au capital acquis par le
placement P .

EXERCICE 40

Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier n solution de I'inéquation :

3\" 9 \"
a) 1,05">1,5 ; b) 0,92" < 0,75 ; ) <1+1—00) >2 d) 0,22(1 )
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EXERCICE  41(

D’aprés sujet bac Liban 2013
partie a
On consideére la suite (u,) définie par up = 10 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 0,9u, + 1, 2.
1. On considére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 12.
a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b. Exprimer v,, en fonction de n.
c. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 12 — 2 x 0,9™.

2. Déterminer la limite de la suite (v,,) et en déduire celle de la suite (uy,).

partie b

En 2012, la ville de Bellecité compte 10 milliers d’habitants. Les études démographiques sur les derniéres années ont montré
que chaque année :

1. 10% des habitants de la ville meurent ou déménagent dans une autre ville ;

2. 1200 personnes naissent ou emménagent dans cette ville.

1. Montrer que cette situation peut étre modélisée par la suite (u,) ol u,, désigne le nombre de milliers d’habitants de la
ville de Bellecité 'année 2012 + n.

2. Un institut statistique décide d’utiliser un algorithme pour prévoir la population de la ville de Bellecité dans les années
avenir.

Recopier et compléter ’algorithme ci-dessous pour qu’il calcule la population de la ville de Bellecité I’année 2012 + n.

variables

a,i,n.
initialisation

Choisir n

a prend la valeur 10
raitement

Pour 7 allant de 1 an,

a prend la valeur ...

sortie

Afficher a

3. Résoudre l'inéquation 12 — 2 x 0,9™ > 11,5. En donner une interprétation.

EXERCICE 42

1. Actuellement, le taux du livret A d’épargne est égal 41,25%. En supposant que ce taux reste inchangé sur le long terme,
au bout de combien d’années, un capital placé sur le livret A aura-t-il plus que doublé 7

2. Un capital est placé aintéréts composés au taux annuel de 4%. Au bout de combien d’années, ce capital aura-t-il
augmenté d’au moins 80% 7

3. Le gouvernement d’un pays envisage de baisser I'impA "t de 2% par an. Au bout de combien d’années, 'impA "t aura-t-il
baissé de 20% 7

4. D’une année sur 'autre, un produit perd 5% de sa valeur. Au bout de combien d’années ce produit aura-t-il a perdu
plus de 40% de sa valeur initiale ?

5. La population mondiale est passée 46,9 milliards en 2010. Avec un taux de croissance annuel de 1,14% , en quelle année
la population mondiale dépassera-t-elle 9 milliards ?
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1. Ina=Inb<= e =¢

=<=a=0"b.
2. lnz =k < " =¢F
<:>:17=ek.

3. " =k <= Ine” =Ink
<=z =1Ink.

Inb
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Fonctions logarithme (COURS) M.DJAVAHERI
(1 ] l Solution équation : l

¢S <0 :
I’équation e® = k n’a pas de solutions dans IR .

¢5Si £K>0:
I'équation e® = k a une solution unique ( notée a )dans IR .

Ainsi a tout nombre strictement positif , on peut lui associer un nombre o

kE— «

l Fonction logarithme népérien . l

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui & tout nombre réel k strictement positif associe
I'unique solution réelle a de I'équation e® =k .

Cette fonction est notée In et on a :

f:]0; +oo[— IR avec elrk) —
k — In(k)

Etant donné un nombre réel k strictement positif , In(k) est la solution de 'équation : e* = k

T=k <~ x = ln(k)

l Fonction réciproque . I

On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

Ceci signifie I'une des deux phrases équivalentes suivantes :

4 Dans un repére orthonormé, leurs courbes représentatives sont symétriques par rapport a la droite
D d’équation y = =z,

4 Partant d’'un nombre a en appliquant la fonction exp puis la fonction In, on retrouve le nombre
a

' Relation fondamentale . '

Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(a X b) = In(a) + In(db)

4 La fonction exponentielle transforme une somme en produit.

4 la fonction logarithme népérien transforme un produit en somme.

Propriété algébrique . ]

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif :

1
1. Inverse : In (—) = —1lna

a

a
2. Quotient : In <E> =Ina —1Inb
3. Puissance : In(a™) =nlna
1

4. Racine carée : In (va) = 2 Ina
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o l La courbe représentative de In . l

l Propriété algébrique . l

Pour tout réel a et b strictement positif :

1. Ina=Inb<+—=a=0>»,.
2. lnx =k < x = e*.
3. e =k <+— x=Ink.

[ 8 ] l Dérivée de la fonction logarithme . I

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel :

1
x>0, In'(x)=-—
x

Conséquence :
La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur |05 +oo] .

T 0 1 +00
!
In (913) = .
( ) 400
In(z ' /
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Fonctions onentielles COURS (RAPPEL)

(1 ] l Définition : Fonction exponentielle de base e l

La fonction exponentielle est 'unique fonction f définie sur R et vérifiant les conditions :

¢ fi(z) = f(=)

¢ f(0)=1
Cette fonction est notée exp(x) = e*.
Ainsi pour tout réel x

(e®) =e* et el =e
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Il existe une unique valeur de q telle que la tangente a la courbe représentative de la fonction x +— q*

au point d’abscisse 0 a pour coefficient directeur 1.

Cette valeur particuliére est notée e et ona e = 2,718

' Définition : Nombre e . '

L’image de 1 par la fonction exponentielle est notée e.

Ainsi exp(l) =e

La calculatrice permet d’obtenir une valeur approchée de e
e = 2,7182

@ | Propriété algébrique.
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Pour tout réel x
e’ > 0.

La fonction exponentielle est strictement positive sur IR
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La fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.
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Soient a et b deux réels.
La fonction f définie sur IR par f(xz) = e®®*b est dérivable Pour tout réel x, on a :

f'(z) = a x e*®t?

l Propriété : équation et inéquation '

Pour tout réel aet b :

e’ =e — a=
e <e® < a<bd
e >e? < a>b
e =1 <= a=
e’ <1l <= a<o0
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4 La fonction exponentielle prend ses valeurs dans l'intervalle ]0; 400
Il n’a que des valeurs strictement positif

4 La fonction exponentielle est continue et strictement croissante donc on va utiliser TVI
dés que je prend une valeur strictement positif a , dans ce cas la ’équation e* = a admet une
unique solution dans IR.
Cette unique solution va nous permettre de définir le logarithme népérien
Cette unique solution est Ina

Définition : On appelle logarithme népérien d'un réel strictement positif a 1'unique solution de

I’équation e€® = a . On la note Ina

¢
4 La fonction In n’a pas d’asymptote horizontale

4 La fonction In est toujours en-dessous de la droite y = « ; La fonction exp est toujours au-dessus
de la droite y =« ;

4 La fonction In croit beaucoup moins vite que les fonctions puissances

4 In c’est pas seulement @ doit étre positif , ce qui est dans 1n doit étre strictement positif : In(3 — x)
In ne prend pas n’importe quoi
4 De gauche a droite et de droite & gauche : Ina + Inb = In(ab)
4 Pour les équations , 'objectif c’est faire disparaitre les In :
Ina = Inb un seul In & gauche et un seul In a droite
Pour les équations on cherche d’abord I'ensemble de définition
2lnx = In9 la solution -3 n’est pas valable

4 3In2le 3 on 'envoie a 'exposant
4 In existe si ce qu'il y a dans In est positive : In(x —1) +1n2 =0
Tout @ — 1 doit étre positive

Pour enlever les In il faut un seul In a gauche et a droite
L’équation a un sens si * > 1

4 La courbe de la fonction In va froler ’axes des ordonnées : On va se rapprocher de zéro sans ’atteindre

4 On a deux intervalles distincts séparée par & = 1 : signe de Inx
4 il faut toujours dire qu’une fonctions est dérivable avant de la dériver

4 On peut dire de deux fagon

1/ La solution de I’équation e® = 2 par définition cette solution on appelle In 2

2 : On peut dire que In2 est I'antécédent de 2 par la fonction exponentielle : e™?2 = 2
¢ e =a<+= z=1Ina

Donc on peut remplacer @ par Ina dans e® = a on obtient el™®* = a

c’est a dire In a est 'antécédent a par la fonction exponentielle.
¢ Ine®* =a

Si on pose a = 1 on obtient lne =1

Si on pose a = 0 on obtient In1 =0

4 y est 'image de (x) par la fonction exponentielle
x est 'image de (y) par la fonction logarithme Les fonctions exponentielle et logarithme sont réci-
proque 'une de 'autre : Si on enchaine les deux fonctions on revient sur le méme nombre
Les fonctions carré et racine carré sont réciproque 2 au carré donne 4 puis racine carré de 4 donne 2
: On revient sur le meme nombre

4 Si on prend un exponentielle puis un logarithme , on retombe sur le méme nombre

4 Confusion : Le nombre qui est a | intérieur de logarithme doit étre strictement positif mais logarithme
peut étre positif ou négatif

¢ e2® = 3 pour se débarrasser de I'exponentielle il faut prendre logarithme des deux cotés
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4 In(2x) < 3 On commence par condition d’existence
On veut se débarrasser de logarithme pour isoler « : quand on enchaine logarithme et exponentielle
on retombe sur le nombre de départ puis on prend exponentielle des deux cotés
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