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ée et tangente (Cours) M.DJAVAHERI

L’équation réduite d’une droite du plan affine est une équation de droite de la forme

y=ax—+b.
¢ Le nombre m a est appelé coefficient directeur |,
4 Le nombre b ordonnée a l'origine de la droite.

Toute droite non paralléle a l'axe des ordonnées d’un repére admet une unique équation réduite dans ce repére.

Fonction affine : flx) =mx+p

Accroissement de © : Ax = xp —xa
Accroissement de f : Ay = f(xp) — f(xa) = yB — ya.

. Ay  f(xe) — f(xa) yB—ya
Accroissement moyen : —— = =
Ax B — TA B — TA

— Ay __ _ déplacement vertical

Calcul de m : e = Ax ~ déplacement horizontale

Calcul de p : P=Ya —axrp OU p=Yp — arp

Soit la fonction f définie par f(x) = ax + b. Sa représentation graphique est

En partant d’ un point A, on avance
d’une unité horizontalement et on
doit descendre de mm unité vertica-
lement si m < 0.
On doit monter de a unité vertica-
lement si m > 0.

L’intersection de la droite avec 'axe
des ordonnées est I'ordonnée a 1’ori-

gine p.

Les droites d’équations y = mx + p et y = m/x + p’ sont paralléles si et seulement si m = m/’.

. . . . 1
La droite d’équation réduite y = ma + p a pour vecteur directeur o (m)
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Toute droite D non paralléle é 'axe des ordonnées admet une équation de la forme y = max + p ot m et p sont deux

nombres réels,

e le point A(0;p) appartient é la droite D; p s’appelle ainsi 'ordonnée é l'origine de la droite D.

e Lorsque x augmente de 1, y varie de m; m s’appelle le coefficient directeur de la droite.

E;Xemple: D:y=2x-2 D

A

Y
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[Lecture graphique du coefficient directeur.]

4 On choisit un point sur la droite,
4 puis a partir de ce point on avance d’une unité a droite,

4 puis on compte de combien on doit monter ou descendre
pour revenir sur la droite.

Le nombre obtenu est le coefficient directeur.

~  (@D:v-—mztp
A

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On considére deux nombres a et b appartenant & I avec
a<b

On appelle taux de variation de la fonction f entre a et
b, le quotient :

F(b)—F(a)

b—a

On le note parfois : 2—£(a 3 b)

[Interprétation graphique :]
Soient A et B deux points de C, d’abscisses respectives a
et b.

Le taux de variation de la fonction f entre deux réels a et
b, est égal au coeflicient directeur de la droite (AB).

[Nouvelle présentation :]

On pose : b—a=h
Notons t(h) le taux de variation de la fonction f entre a
et a+h :

t(h) = f(a+h'2—f(a)

[ Notion de tangente :]

On considére deux points distincts

A(aj; f(a)) et M(a+h; f(a+h))
de la courbe Cy .

¢ La droite (AM) est une sécante & la courbe Cy.
Son coefficient directeur est égal & :

my, = Leth=f()

¢ Lorsque M décrit la courbe Cg, on obtient un faisceau
de sécantes passant par A a la courbe Cyg.

¢ Si

lim my,

existe alors on pose f’(a) = lim my,
h—0 h—0

alors f est dérivable en a

¢ La droite T4 passant par le point A et de coefficient
directeur f’(a) est la tangente & Cy au point d’abs-
cisse a.
Ta est la position limite des sécantes (AM) lorsque
M se rapproche de A.

© (Définition : Nombre dérivée :)

Le nombre dérivé d’une fonction f en un nombre a , est
le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au
point d’abscisse a.

Le nombre dérivé de f en a est noté, f’(a)

N T

f(a)

! Tangente & Gp, en A
ty = f(a) (@ —a) + f(a)

'
e b
>

J

[Propriéte : Equation de la tangente :]

La tangente T a la courbe Cf au point A d’abscisse a
d’une fonction a pour équation :

y = f'(a)(z —a) + f(a)
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Les trois formes de 1’équation d’une droite :

y=mz+p y—ya=m(x—xa) ar+by+c=0
m est le coefficient directeur m est le coefficient directeur a, bet csont des
et p est ]’f)r.données a et (xa ; ya) sont les constantes.
lorigine. coordonnées d’un point de la C’est I'équation cartésienne
C’est I’équation réduite droite. d’une droite.
d’une droite.

EXERCICE 1

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé ci-dessous

3 7

1. On considére la droite (di) d’équation : W= S + 5

a. Préciser le coefficient directeur et I'ordonnée a I'origine de la droite (di) .

b. Tracer la droite (dy) .

2. On cousideére la droite (d2) passant par le point A (—4 ; 7) et ayant pour coefficient directeur : —3.
a. Tracer la droite (d2) dans le repére orthonormeé ci-dessous.

b. Déterminer une équation réduite de la droite (dz).

3. On considére la droite (d4) passant par les points A (—4 ; T) et B(—3 ; 2)
a. Déterminer le coefficient directeur de la droite (da).

b. Déterminer une équation réduite de la droite (dq).

/ 1 N\

( y

[«

Wi

N

i

&

\ 4

[\
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ACTIVITE 1

Compléter les tableaux suivantes :

Droite D, Droite Dy Droite D3
3 £y 3
" v T, y v ] y
+3 -2 -l 1 / 4 x
k—ﬁi — T 3
A NN 9 9 1 T

9
Z

N
D
/

\4 = Z

[\

&

1
w
1
[\
1
=
«

S

(@)

5 /

6
—4 ZX 8
Coordonnées : Coordonnées : Coordonnées :
B(-e--- S ) B+ C ) B(--- - C )
Afeeee S ) Aeeee S ) Aeeee S )
Variation des coordonnées : Variation des coordonnées : Variation des coordonnées :
Aw:... Ax:... A"I;:"'
Ay=--- Ay=-- Ay=--
Calculde m : Calculde m : Calcul de m :
Calcul de p : Calcul de p : Calcul de p :
Equation réduite : Equation réduite : Equation réduite :

ACTIVITE 2

La consommation énergétique ( en GigaWatt ) des frangais pendant une journée de semaine, en fonction des heures de la
journée, peut étre modélisée par une fonction f dont la courbe est représentée ci-contre.

1. Sur quelles intervalles la consommation est-elle crois-
sante ?

2. a. Calculer le taux de variation de la consommation
entre 4 h et 8 h c’est a dire A
f(8) — f(4) 1

Af
A—(4§8):
T 8 —4 18 A

b. Recommencer entre 16 het 19 h . 16 -
14

c. Que peut-on observer ? Sur quelles intervalles la
croissance est " plus rapide " 7 12

3. Les points A, B, C et D sur la courbe ont été 10

I
] ]
I | 1
I I 1
I I 1
placés aux abscisses respectives 4. 8; 16; 19. 8 1 1 1
| I 1
a. A quoi correspond le coefficient directeur de la 6 ! : : :
droite (AB) ? celui de la droite (C'D) ? 4 i i | 1
| | 1
b. Donner les intervalles sur lesquels la fonction est 9 : | i i
décroissante. 0 t ! ! Heures! t)
c. Calculer le taux de variation sur chacun de ces o4 ¢ 8 10 12 14 16 18 20 29 24

intervalles. Que peut-on constater 7

4. Calculer le taux de variation de la consommation
entre 8 het 16 h .
Que remarquez-vous 7
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et tangente OPTION M.DJAVAHERI

ACTIVITE 3

| [Vitesse moyenne. ]

Un mobile se déplace sur ’axe horizontale Oy. 25+ Y
Son ordonnée & l'instant ¢ est définie par la fonction f : Distance

f(t) = —t? + 10t
1. Calculer I'ordonnée de ce mobile a I'instant ¢ = 2 . 201

2. a. Calculer la distance parcourue entre les instants :
t=2 et t=4.

b. Donner le temps écoulé , noté h, entre ces deux instants

c. Calculer la vitesse moyenne du mobile entre
t=2 et t=4. 10+
La vitesse moyenne du mobile est défini par :
Distance parcourue
Temps écoulé

Vitesse moyenne —

d. Tracer la droite (D) passant par les points 5T
A(2;16)et M (4 ; 24).
Préciser le coefficient directeur de la droite (D). N Temps.{_eh seco de)
Que remarquez-vous 7 [

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3. Calculer la vitesse moyenne du mobile entre
t=1 et t=2.

( Fonction dérivée. ]

4 On considére la fonction f qui a tout instant ¢ associe la hauteur 251

parcourue par le mobile. On a hauteur

f(t) = —t2 + 10t

4 On considére la fonction f’ qui a tout instant ¢ associe la vitesse 201
du mobile. On admet :

f'(t) = —2t 4+ 10

T

1. a. Calculer f(4) et f’(4) . Interpréter les résultats obtenus. 157

b. Tracer dans le repére ci-contre, la droite passant par le point A
d’abscisse x4 = 4 de la courbe avec un coefficient directeur égal

a f’'(4).
2. a. Calculer f(5) et f’(5) .Interpréter les résultats obtenus.

b. Tracer dans le repére ci-contre, la droite passant par le point B
d’abscisse xp = 5 de la courbe avec un coefficient directeur égal

a f'(5).
3. a. Calculer f(8) et f’(8) .Interpréter les résultats obtenus.
b. Tracer dans le repére ci-contre, la droite passant par le point C
d’abscisse o = 8 de la courbe avec un coefficient directeur égal
a f'(8).
4. Dresser le tableau du signe de f’(t), puis le tableau de variation
de la fonction f. Que remarquez-vous ?

10

1 Temps (_en secdnde)

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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EXERCICE 2

Soit f la fonction définie sur Uintervalle [—9;1] dont la courbe représentative Cy est donnée ci-dessous.

1. Préciser a ’aide d’une phrase les tangentes tracée et leur coefficient directeur associé.

2. Compléter le tableau ci-dessous :

Tangente (T;) | oo | oo | oo | oeeeeee | eee -
Tangente au point d’abscisse |  «eceer ] e | eeeee e |

Image de = par f: f(x) IR B Y e e
Le nombre dérivée de x par f . f’(w) f’(. . -) — e | ceeeee ] ceeeee ] o ceeeee ] eeee..
/o \ Q
[6)
\ T
\\ y o A
r/;.\ \ -
\ NN\ 2
e A\
\ - \\
A\NN A\
-8 \\L -6 s -2 \
\ N\ _ \
\ ~_, _~ )
e 1> -
Ty 6 \
Ts \
o
EXERCICE 3 EXERCICE 4
Sur le graphique suivant, on donne la courbe repré- : On consideére la représentation graphique ci-dessous
sentative € d’une fonction g sur l'intervalle [-5 ; 8]. Les d’une fonction fdont on a tracé les tangentes aux points
droites D,, D, et D, sont respectivement tangentes a 6 d'abscisses -1 et 1.
aux points A d'abscisse — 3, B d'abscisse 2, et C d’abscisse 6. ~ Ky
g—1 4' {=3 & g;
7 A&
ST TN
4 “,‘ x;
1-050| o5 1 15 A 25 3™,

1. Déterminer graphiquement f'(-1) et f'(1).
2. En quel point la tangente a la courbe a-t-elle
un coefficient directeur nul ?

Lire sur le graphique les valeurs de g(-3), g(2), g(6) et
9'(-3),9'2,9'6).

~ On considére la T l
fonction g dont la courbe
est donnée ci-contre.

De plus, on sait que : >

9'-1)=3;g’(0)=-2 '

etg’(1)=-1. /

1. Recopier cette courbe / ' \ /
/

-

et placer les points
d'abscisses-1;0et 1.

2. Tracer les tangentes
en chacun de ces trois l
points.

3. Tracer les tangentes horizontales a la courbe.

N
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EXERCICE 6

Soit f une fonction définie sur R dont on donne le tableau
de variations ci-contre :

1. Esquisser une courbe possible représentant f.

) : ) f'(x)
2. Compléter le tableau de signes de f’(x).
EXERCICE 7
Soit f une fonction dérivable sur R dont on donne le
tableau de signes de f’(x) et
f(-1)=1et f(2)=5 S ! 2 e
f(x) — 0 4+ 0 -
1. Esquisser une courbe possible représentant f.
2. Dresser le tableau de variation de la fonction f. !/
3. En quelle valeur(s) de z, la fonction f admet-elle
un maximum ou un minimum local ?
EXERCICE 8
Soit f une fonction dérivable sur | — co 5 4oo[ dont on
donne le tableau de signes de f’(x) et
f1) =2, f(8)=4 et f(5=6 S B i > =
f'(x) - b + 6 + 0 -
1. Esquisser une courbe possible représentant f.
2. Dresser le tableau de variation de la fonction f. /

3. En quelle valeur(s) de z, la fonction f admet-elle
un maximum ou un minimum local ?

EXERCICE 9

Ci-dessous, la représentation graphique Cy d’une fonction f ainsi que celle de sa dérivée f’ notée Cjy- .

Fonction f Fonction dérjvée f’
Cf Cf'
11 1
\ : .
1 0 1
1. Résoudre graphiquement ’équation :  f’(x) = 0. Que se passe-t-il pour la courbe Cys lorsque f’() s’annule ?

2. Etudier le signe de f’(x). Que se passe-t-il pour f lorsque f’(x) s’annule en changeant de signe ?

3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

xr
f' ()
f(z)
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EXERCICE 10

La fonction f ,définie sur IR, est représentée par la courbe Cjy ci-
dessous.
On admet que :

4 la droite T’ est tangente & la courbe Cy au point A d’abscisse
xa=1.

4 la droite T est tangente & la courbe Cy au point B d’abscisse
rp = 3.

1. Compléter les phrases suivantes :
f(3) ESt ceceenenn
F/(3) est wevvnnnns
F/(3) sappelle «-ceeene-
2. Lire graphiquement :
a f@ =5 f) =5 @)=
b @) =5 f) =5 f@) =

4. Compléter les phrases ci-dessous, puis résoudre graphiquement les équations et les inéquations associés :

Les solutions de I’équation f(x) = 0 sont
Les solutions de 'équation f’(x) = 0 sont
Les solutions de I'inéquation f(x) > 0 sont

Les solutions de l'inéquation f’(x) > 0 sont

Les solutions de l'inéquation f(x) < 0 sont

Les solutions de l'inéquation f’(x) < 0 sont

5. On admet que : f(0)=14

a. Traduire par une phrase cette relation.

b. Construire la tangente a la courbe C¢ au point C d’abscisse ¢ = 0, puis donner ’équation de cette tangente.

6. Ceci est un questionnaire a choix multiples. ( Justifier votre réponse)

La fonction dérivée de la fonction f est définie par :

a. fl(x)=2x—4 b. fl(z)=—-2x+4 c. fl(x)=-xz+2

7. On admet la fonction f est définie par :
f(x) = —22+4x —3

Compléter le tableau ci-dessous :

f(;jc) ..............................
f’(CC) ..............................

8. Construire la tangente & la courbe Cy au point D d’abscisse xp = 4, puis donner I’équation de cette tangente.
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EXERCICE 11

On considére les fonctions f suivantes définies sur l'intervalle I.

a. f(z) = 2%+ 4x — 10 I=[-5; 4];
b. f(z) = —x2 + 2z I=[-2; 2];
c. f(x) = —3z2 +122 —2 I=[-4; 3|;
d. f(x) = —42® -5 I=1[-2;2];

Dans chaque cas :

1. Calculer f’(x) ou f’ désigne la dérivée de la fonction f .

2. Etudier le signe de f’(x) puis dresser le tableau de variation de la fonction f sur I .

EXERCICE 12

Soit la fonction f définie sur U'intervalle I = [0 ; 6] par :
flx) = —x2+6x—5
1. Calculer f’(x) ou f’ désigne la dérivée de la fonction f .

2. Etudier le signe de f’(x) puis dresser le tableau de variation de la fonction f sur Uintervalle I = [0; 6] .
3. Dresser le tableau de valeurs de la fonction f de pas 0,5 sur 'intervalle I = [0 ; 6] .

4. Tracer la courbe représentative de la fonction f , dans le repére orthogonal ci-dessous :

A

A

@

i

Y

5. Déterminer les coefficients directeurs des droites suivantes :
¢ la tangente T4 & la courbe C au point A d’abscisses 1.
¢ la tangente T & la courbe Cy au point B d’abscisses 4.
6. Tracer les tangentes T4 et Tp dans le repére ci-dessus.

7. Déterminer, les équations des tangentes T4 et Tp.
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EXERCICE 13

_ On considére la représentation graphique d'une fonc-
tion fet les tangentes a la courbe aux points A, Bet C.

Ay /

No

>
D
‘\'s
S
1
~
\ . A
.
B .
RS ‘(l
.
.
7S
.
MR
l' A
o4 ..
. SO
/! Y28
U LRES

1. Lire graphiquement les abscisses des trois points A, B et C.
2. Lire graphiquement le coefficient directeur de chacune
des tangentes en ces trois points.

3. En déduire les nombres dérivés correspondants.

N
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Dérivée et tangente.(HORS SERIE)

[ Exercices . M. DJAVAHERI]

EXERCICE 14

Dans une entreprise, les cotits de fabrication de « objets sont données, en euros, avec x € [0; 200] :

C(z) = x? — 70x + 9125.
L’entreprise vend chaque objet fabriqué 128 €
1. On souhaite de calculer le bénéfice obtenu pour la production et vente de x objets.

a. Exprimer la recette R(x) en fonction de .

b. Montrer que le bénéfice B(x) pour x objetsvendusest : B(z) = —x2 4+ 198z — 9125 pour = € [0; 200]

2. a. Calculer B’(x).
b. Dresser le tableau de variation de la fonction B.

c. Pour quelles valeurs de « , I’entreprise réalise un bénéfice maximal.Calculer ce bénéfice.

EXERCICE 15

Soit f une fonction dérivable sur [—2 5 2,75] dont on donne la courbe représentative Cy ci-dessous.

1. Résoudre graphiquement : Cy
a. f(r)=0 1+
b. f'(x) =0
c. f(@)>0 A\ HEEN
d. f(z) <0 2 \-1_-0 1 2 3
e. f'(x)>0
f. f(z) <0 i

2. Etabir le tableau de signes de f’(x).
3. Etabir le tableau de signes de f(x).

EXERCICE 16

On donne Cy la représentation graphique d’une fonction
f définie et dérivable sur l'intervalle [—3; 2] .

Cy admet une tangente horizontale aux points A(—2; 0)
et C(0; —4).

D est la tangente & Cy¢ au point B(—1; —2).

D passe par le point de coordonnées (0 ; —5).

1. Les solutions sur I'intervalle [—3; 3] de I'équation : f(x) = 0sont :
a. -2et0. b. 0Oet-3 c. 2etl
2. Les solutions sur lintervalle [—3; %] de I’équation : f/(x) = 0 sont :
a. —2etl b. —2et0 c. —3et0.
3. Le nombre dérivé f/(—1) est égal a :
a. 1,5 b. -2 c. -3
4. Une équation de la droite D est :
a. y= -3z b. y=-3z-5 c. y=—2x—5.
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Révision.

EXERCICE 17

Soit  f la fonction définie sur IR dont on donne la courbe
représentative Cy dans un repere orthogonal :

On admet que :

4 la droite D est tangente a la courbe C'¢ au point
d’abscisse 1

4 la droite T est tangente a la courbe au point d’abs-
cisse —1.

1. A l’aide des données de la figure, déterminer le coefficient directeur de chacune des droites T et D.
En déduire  f’(1) et f'(-1).
2. On admet que : ff(o)=1
Traduire par une phrase cette relation, puis construire la tangente T” & la courbe Cy au point d’abscisse O.

3. Résoudre graphiquement, sans justifier, les équations et les inéquations suivantes :
( on donnera dans chaque cas ’ensemble des solutions S)

a. f(r)=0 b. f'(x) =0 c. f(z)<o0 d. f'(x) <0

EXERCICE 18

f est la fonction définie sur IR par : f(z) = —x%2 + 6x — 8
f(=2+h) — f(=2)
h

1. Calculer pour tout nombre réel h # 0 :

2. En déduire le nombre dérivé f/(—2) .

3. Calculer 2 f(3)
Que peut-on en déduire ?
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© Remarque La définition du nombre dérivé peut s'interpréter de la facon suivante :

Sion nomme M le point de la courbe €, d'abscisse x,, = a + h alors, lorsqu'on rapproche le point M du point A
sur la courbe €, jusqu‘a ce qu'ils soient « presque » confondus, la « sécante ultime » (AM) (figure 4 ci-dessous)
a pour coefficient directeur f'(a).

Figure 1 Figure 2

lky

Figure 3 Figure 4

Numéro 2

Figure 1

Figure 3
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Dérivée et tangente -2BIS M.DJAVAHERI

.- . Resoudre un probleme d’optimisation
Un carré ABCD de 5 cm de c6té est partagé par deux carrés bleus AMOP D N C
et OQCN suivant le schéma ci-contre.

Le point P sur le segment [AD] est I'image de M par la rotation de centre A
et d’angle 90°. On pose AM = x. On cherche a déterminer la position du point M
sur le segment [AB] pour laquelle I'aire du domaine bleu est minimale.

1. A quel intervalle | appartient le réel ? P 0 Q

2. Soit g(x) I'aire du domaine bleu en fonction de x. Montrer que, pour tout réel
xdel,ona:g(x)=2x>-10x+ 25. A M B

3. Justifier que la fonction g est dérivable sur | et déterminer g’(x) pour tout x de I.
4. En déduire les variations de g sur | et la valeur de x pour laquelle I'aire est minimale.

Solution
1. M est un point du segment [AB], donc AM = AB et donc
x=<5 ﬂ Doncx€[0:5].Onadoncl=[0;5]. aeeeee SN Conseits & Méthodes

ﬂ M est un point « variable » de la figure,
il faut identifier toutes ses positions
possibles afin de déterminer l'ensemble
de définition de la « fonction aire » que
I'on va étudier dans la suite du probléme.

2. Laire du domaine bleu est égale i la somme de l'aire du carré AMOP
et de l'aire du carré OQCN. Comme AM = AP = x, alors l'aire du carré
AMOP est égale a x*.

ﬂ D’autre part, comme AB = AD =5 alors MB=AB-AM =5 —x

et DP = AD — AP = 5 — x, done NO = OQ = 5 — x; ainsi 'aire du carré
OQCN est égale a (5 —x)* ﬂ Dong, pour tout réel xde I, ona:

2(x) =22 4+ (5-%2)=x24+25-10x% + x* = 2x% - 10« + 25.

3. g est une fonction polynéme du second degré, donc dérivable sur R, et en particulier sur 7= [0 ; 5]. Et on a, pour tout
réel xdel, g'(x) =2 x 2x =10 X 1+ 0 = 4x — 10.

Laire d’un carré de céoté cvaut .

*Jedsoesscescoscssvssnsvovornnssosccsnssenn®

secessseeRcebERO RN
sssBssReRRNREIRRIRETS

5
10 —eo 2 +00
4.0rg‘[x)=0@4x—10=0<:>4x=10c>x=?=% ~ 2
10 ' _ :
etg'(x)>0<:>4x—10>0<:>4x>10<:>x>2©x>% g’ 0 +

On a donc le tableau de signe de ¢'(x) et le tableau de variations g \ 25 /
de g ci-contre. )

4. Ainsi I'aire du domaine « grisé » est minimale lorsque x = E ; Cest--dire lorsque le point M est au milieu de [AB].
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Dérivée et tangente-3BIS M.DJAVAHERI

Soit fla fonction définie sur R\{- 3} par f(x) = 5::—36
X

1. Justifier que f est dérivable sur R\{- 3} et déterminer sa fonction dérivée f’.

2. Etudier, pour tout réel x # - 3, le signe de f’(x).

3. En déduire les variations de la fonction f sur R\{- 3}.

Solution

1. festdela formef- navec uir>S5x—G6etv:—>x+3. Conseils & Méthodes
y (EE E R TR RN D AR R L LR LR ™

.
Or # et v sont des fonctions affines dérivables sur R

(et donc sur R\{—3}).

De plus, pour tout réel x = —3, »(x) = 0. Donc, d’apres les
théorémes de dérivation, fest dérivable sur R\{-3}, et on a,

Toujours commencer l'étude de la
dérivabilité d'une fonction en identifiant sa
« forme générale ». £

H Le signe d'une expression dans laquelle la
4 !
u'(x) X v(x) — v'(x) X u(x) . variable x intervient dépend la plupart du

pour tout réel x = -3, f’(x) =

[w(x)]? temps des différentes valeurs prises par x,

sauf dans ce cas, lorsque la forme générale

Or#/(¥) =5 et #/(x) = 1. Dong, sur R\{-3}, onaa: . del'expression est un « carré »: (u(x))>, ol @

F/x) = 5(x + 3) - 1(5x - 6) _S5x+15-5x+ 6 _21 +  elle est toujours positive. .
- (x+3)2 = (x+3)2 -(x+3)2- .............................................

2. f'(x) est sous la forme d’une fraction dont le numérateur est un nombre strictement positif (C'est le nombre 21) et le
dénominateur est une expression « au carré » donc toujours positive (c'est I'expression (x + 3) ﬂ ainsi d’aprés la régle des
signes d’un quotient, pour tout réel x = —3, f/(x) est strictement positif.

3. D’'aprés le théoreme réciproque, on en déduit que la fonction fest strictement croissante sur l'intervalle ]-20 ; —3[ et sur

lintervalle -3 ; +22[.

On peut résumer cela avec le tableau suivant :

‘ x —o0 =3 4+

\ f(x) + +
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@-Exemples

(D) Soit fla fonction définie sur R par: f: x> x® - 2x% — 4x + 1

fest une fonction polynéme donc elle est dérivable sur R.

On a, d'aprés les définitions de dérivation, pour tout réel x, on a : f'(x) = 3x° - 4x - 4.
f'(x) est sous laforme ax® + bx+ caveca=3,b=-4etc=-4.

D’apres les propriétés des polyndmes du second degré, f'(x) est :

* du signe de a a I'extérieur des racines, c'est-a-dire positif cara =3,

* du signe opposé a celui de a entre les racines, c'est-a-dire négatif.

En calculant le discriminant A= (-4)? -4 X 3 x —4 = 64, on trouve les racines :

_—(-4)-+64 2 4 +6a

X =—————=——¢lx, =
2x3 3 2x3
Ce qui nous donne le tableau de signes de f” et le tableau de variations de f ci-dessous.
2
X —i06 _E 2 +00
f'(x)

+ o - 0 +
67
f 27\ /
-7
On en déduit que la fonction fadmet un maximum local en _éet un minimum local en 2.

(2) La fonction cube f: x> x* a pour dérivée ' : x — 322,

Or 3x? =0 si et seulement si x = 0. Et pour tout réel non nul, 3x* > 0 car un carré est toujours positif. Ainsi on
obtient le tableau ci-dessous.

f'(x) + 0 +

La fonction dérivée s'annule en 0 mais ne change pas de signe donc elle n'admet pas d’extremum
local en 0.

y=
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Caractérisation d’'un extremum

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert | = ]a ; b[. Et soit x;, un réel appartenant a /.
Si f'(x,) =0 et si ' change de signe en x; (on dit que f* s'annule en changeant de signe en x,)
alors fadmet un extremum local en x;,

x a i b x a A b
Signe de f'(x) - 0 + Signe de f'(x) + 0 B
Variations de f \ / VariaBonsdet / \
| |

A ' ‘ | o | Ay

Maximum local de

|
< ) _//__ Wi
| i ‘ Il | ‘
HiiAEREER 4 71 T T 11T =
s | o[T] 4 | I3 o7 % [T T T
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Signe de la dérivée et variation d’une fonction

Soit fune fonction définie et dérivable sur unintervalle I.

Si, pour tout réel x de |, f’{x) = 0 (sauf éventuellement en un nombre fini de valeurs ol f/(x) s'annule)
alors la fonction f est strictement croissante sur .

Si, pour tout réel x de |, f'(x) =< 0 (sauf éventuellement en un nombre fini de valeurs ol f'(x) s'annule)
alors la fonction f est strictement décroissante sur|.

Si, pour tout réel x de |, f’(x) = 0, alors la fonction f est constante sur |.

 Remarque La fonction f est croissante (resp. décroissante) sur | si et seulement si, pour tout réel x de |,
f'(x) = 0 (resp. f'(x) < 0).

@ Exemple
Soit fla fonction définie sur R par flx) = 5x° - 3x+ 9.

5~
X

0 1

fest une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur R. Ainsi, pour déterminer ses variations sur R,
on peut étudier le signe de f'(x) pour tout réel x.

Or, d'apres les théoremes de dérivation du chapitre précédent, f'(x) =5 X 2x-3 x 1+ 0; c’'est-a-dire
f'(x) =10x- 3.

3
Or10x-3=0& x=ﬁet‘|0x~3>04:>10x>3©x>%.

Ce que l'on peut résumer par le tableau de signe suivant.

. 3
—00 — (o8]
10 i
Signe de f'(x) - 0 +

Ainsi, d'apres le théoreme réciproque ci-dessus, la fonction fest strictement décroissante sur ]—oo : %] et
strictement croissante 5ur|:% : -|-oo|:.

Généralement, on dresse le tableau de variations de la fonction fdans le méme tableau que celui du signe
def(x):

3
* - 10 +o
Signe de f'(x) = 0 +
Variations de f 81
10
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o Variations d'une fonction

Variations d’une fonction et signe de sa dérivée

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle .

Si la fonction f est strictement croissante sur | alors, pour tout réel xde |, f'(x) = 0.

Si la fonction f est strictement décroissante sur | alors, pour tout réel xde |, f'(x) < 0.
Sila fonction f est constante sur | alors, pour tout réel xde |, f'(x) = 0.

@

Soit a un nombre réel quelconque appartenant a |. Ay
(1) Cas d'une fonction f croissante sur |.

Par définition d'une fonction croissante sur |,
quel gue soit le réel x de |, différentde a:

* si x < aalors flx) = fla) ce qui signifie que
x—a<0etflx)-fa)=<0.

= si x > a alors flx) = fla) ce qui signifie que
x—-a>0etflx)-fa)=0.

Ainsi, quel que soit le réel x de |, différent de a,

le taux de variation de fentre g et x, fx) - fa)
0~ fla ¥-a
-a

v

, est le quotient de deux quantités de méme signe,

donc est positif. Et, on admet que, par « passage a la limite », ce résultat ne changera pas:

im fx) -fl@ _ o

X —a —-a

Par définition du nombre dérivé de fen a, on en déduit donc que f’(a) = 0.
(2) Cas d’une fonction f décroissante sur |.

A
Par définition d'une fonction décroissante sur |, 4
quel que soit le réel x de |, différent de a:
* si x < aalors flx) = f(a) ce qui signifie que
x—a<0etflx)-fla) =0.
* si x > a alors f(x) < f(a) ce qui signifie que
x—a>0etflx)-fla)<0.
Ainsi, quelque soit x de |, différent de q, le taux de variation de f
flx)-f
entregetx, La(a}, est le quotient de deux quantités de signes
x _

f(x)-f

contraires, donc fx) - fla) est négatif.
x-a

; ; . f(x)-Ff(a
Et, on admet que par « passage a la limite », ce résultat ne changera pas : lim Hpd= ) =0.
X —=a x—-d4d

ye

Par définition du nombre dérivé de fen a, on en déduit donc f'(a) < 0.

(3) Cas d’une fonction f constante sur |.

Par définition d’une fonction constante sur |, quel que soit le réel x de |, différent de g, f(x) = fla) ce qui
signifie que f(x) - fla) = 0.

f(x)—f(a)

Ainsi, quel que soit le réel x de |, différent de g, le taux de variation de fentre a et x, ———, est égal
< s , . f(x)-fla)
a zéro. Et, on admet que par « passage a la limite », ce résultat ne changera pas : lim —————=0.

X —a x-a

Par définition du nombre dérivé de fen a, on en déduit donc que f(a) = 0.
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-Déterminer une fonction déerivee

R R Yy

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer sur quel ensembile elle est dérivable puis déterminer
sa dérivée . 5
a) f: x> 9x* définie sur R b) h :tzx_7 définie sur R

3
Q)i :x—>x(3x-1) définiesur[0; +o[ d) j:x+——>1x—définie sur R\(1}
=

o Conseils & Méthodes |HEEEEG—_—_G
a) fest de la forme ku ﬂ avec k=9 et u(x) = x* 4 Or u est une
fonction de la forme x” (avec # = 4) dérivable sur R. Donc fest

dérivable sur R.

ﬂ Avant d'appliquer les théorémes de dérivée
des fonctions usuelles, il faut analyser la
forme générale de la fonction (ku; u+v;

De plus, pour tout réel x, on a #'(x) = 4 X ¥*' =4x*Ainsi, pour tout
réel x, £/(%) = kx u/(x) = 9 x 4x% = 3655,

b) La fonction 4 est de la forme u + v ﬂavcc u(x) = %x et p(x) =-7.

1T u ; ; i
uv;—;—), afin de déterminer le théoréme
v v

d'opérations sur les dérivées (somme,
produit, quotient...) qu'il va falloir utiliser.

sesescsssessnsasnes

ﬂ Pour trouver l'ensemble sur lequel la
fonction est dérivable il faut connaitre
l'ensemble de dérivabilité de la (ou des)
fonction(s) de référence u (et v) identifiées
précédemment dans la fonction et vérifier
les conditions d'application du théoréme
de dérivation utilisé.

SN BN NNE IR IREIINI NN RIORRROIRERIBRRERRIOIRIRORTRES Y

Or u(x) est elle-méme de la forme £ % Ulx) avec b = %et

Ulx) = x5 la fonction U est la fonction identité ﬂ elle est donc

dérivable sur R,

et U'(x) = 1,donc 2/ (x) = kb X u'(x) = % X1= é

A ]
sssssss

R

D’autre part » est une fonction constante, elle est donc dérivable sur R, et #/(x) = 0. Donc la fonction 4 est dérivable sur
R, eth'(x)=a'(x) + ' (x) = % + 0. Soit /'(x) = %

. . : 3 -
On peur aussi dire que /7 érant une fonction affine de de la forme mx + p avec m = 7 alors elle est dérivable sur R er,
3

pour tout réel x, h'(x) = Z

c) i est de la forme wv B¥ avec u(x) = /x et v(x) = 3x— 1. [ Or u est la fonction racine carrée dérivable sur T =10 ;
+%[ et v est une fonction affine dérivable sur R (donc en particulier elle est dérivable sur I = ]0 ; +20[). Ainsi 7 est
dérivable sur I d’apres le théoréme de la dérivée d’'un produit.

1
De plus, pour tout réel x de [, #(x) = 2\/_ et ¥'(x) = 3. Dong, pour tout réel xde I, on a
X

7(5) = /(%) % o(x) + (%) X u(x) = Ay 1)+ 3x = a1

2Wx 2Wx

On peut réduire cette derniére expression en mettant au méme dénominateur :

%

3x-1 3Wxx2Jx 3x-1 6(x) 3x-1 6x 3x—1+6x 9x—1

Tl | 2 2dx 2y x 2dx . 2lx 2dx

i’(x)

d) jestde la forme 2 avec u(x) = 2% et v(x) = 1 — x. Pour tour réel x# 1, v(x) # 0.
v

Or, d’apres les théorémes de dérivation des fonctions usuelles, # est une fonction dérivable sur R (donc aussi sur R\{1}),
et v est une fonction affine dérivable sur R (donc aussi sur R\{1}). Ainsi, d’aprés le théoréme de la dérivée d’'un quodient,
j est dérivable sur R\{1}.

D’autre part #'(x) = 3x% et /(x) = —1. Donc on a, pour tout réel x# 1,

70x) w'(x) X v(x) — v’ (x) X u(x) - 3x2(1—x)— (1) x x3 B 3x2 — 3x% + &3 - 3x2 - 243
7 V() i (1= x)? TTa-0? a-#2
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_. Déterminer graphiquement un nombre dérive

B R R L O R Y]

Sur le graphique ci-contre, on donne la
courbe représentative ¢, d’une fonction f sur
lintervalle [-4 ; 8. La droite D, est tangente

a€.au point A d'abscisse —2 et la droite D, est

tangente au point B d’abscisse 5.

Lire sur le graphique les valeurs de f(- 2), f(5),
f'(-2) et f'(5).

Solution

Sf(=2) est l'ordonnée du point A de la courbe 6, d'abscisse

-2, donc f-2) = 3.

De la méme facon, on obtient f{5) = 6.

f/(=2) est le coefficient directeur de la tangente & €,
au point A d’abscisse -2, cest-a-dire le coefficient

directeur 7 de la droite D, ; en observant
le quadrillage on trouve m = —1. ﬂ

Donc f'(=2) =-1.

£(5) est le coefficient directeur de la tangente 2 €,
au point B d'abscisse 5, cest-a-dire le coefficient
directeur de la droite D, ; cette droite est paralléle

4 'axe des abscisses, son coefficient directeur
est donc égal 4 0.

Donc f7(5) = 0.

Conseils & Méthodes  [EG—_—GGE.

Pour lire graphiquement
le coefficient directeur
d’une droite, il suffit de
choisir deux points distincts
M et A sur la droite, puis de
diviser I'écart « vertical » entre
ces deux points (y, - ¥,,)
par l'écart « horizontal »
(x, - x,,). Attention au signe
du résultat, il doit étre négatif

pour une droite décroissante. —
4 3 p 20 7

R N N T T T T R
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Déterminer 'équation réduite d'une tangente ==

L L R P T Y sscssssss

Soit une fonction f définie et dérivable sur R telle que f(2) =5 et f/(2) =-1.

Soit @, sa courbe représentative. Déterminer l'équation réduite de la tangente a 6, au point d'abscisse 2.

USRI Conseils & Méthodes | SSURNINE

Solution
D’apres le cours, I'équation réduite de la tangente a 6, :
au point d’abscisse 2 peut sobtenir avec la formule :

y=f@x-2)+£2). |

Ainsi, avec les données de I'énoncé, ona y=-1(x-2) + 5.

Ce quidonne y=—x+2+5.
Ecenfin y=-x+7.

Déterminer une équation réduite de
tangente signifie déterminer une équation
de droite de la forme y = mx + p ot m est
le coefficient directeur et p 'ordonnée a
l'origine. Pour y parvenir on peut utiliser

la formule y = f'(a)(x - a) + f(a) aprés avoir
identifié a:icia=2.

ssssssssccosses

.
.

L Y
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Déterminer un nombre dérive [ Cours |
Soit la fonction f: x — (4 - x)2 définie sur R. Montrer que f est dérivable en 1 et déterminer '(1).

T IUUURRIIIIN Conseils & Méthodes [SNNRRRNINE

On détermine d’abord le taux de variation de fentre 1 et 1 + 4,

c'est-a-dire fA+h) - f(l). H

h

Calculer le taux de variationentre 1et 1 + h
permet de répondre aux deux questions
posées.

Orfi)=(4-17=3=9
efll+h)=E-1+MN)P=AE-1-hH*=3-hH*=9-6h+/}F

f(1+/7)—f(1):9—6!;+/:2—9:bz—éh

ﬂ Il est souvent préférable de calculer au
préalable fla) et fla + h).

ﬂ Faire tendre h vers 0 signifie qu'il faut

Donc essayer « mentalement » (ou sur la
h h calculatrice) plusieurs valeurs de h, de plus
= M = h—6 (pour h#0). en plus « petites ». Par exemple h =0,01,
h puis h = 0,0001, puis h = 0,000001, etc. On

recommence avec h=-0,01, h=-0,0001, etc.

H h -6 tend vers —6 car, quelles que soient les
valeurs de h essayées, le résultat est toujours

trés proche de — 6 ; et plus h est proche de 0,
Cela signifie que la fonction fest dérivable en 1 plus?i — 6 est proche dpe 6. &

ctsonnombrcdérivécnIcstégal:f[-G, On note /(1) =-06. R T T L T T T r T P

Si / tend vers 0 ﬂ alors #— 6 tend vers -6 4.
Ainsi le taux de variation de fentre 1 et 1 +
tend vers un unique nombre fini : - 6.

Y R P TN Y
N R RN
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@-Exemples

(1) Considérons la fonction f:x+— x*ena=3.
Soit h un réel non nul. On sait que le taux de variation de fentre 3et 3 + hest égal a:

Af oy fGHR-F3)_ G+h2-32_9+6h+h2-9 _6h+h _hi6+h)
Ax a h a h - h " h A

=6+ h(pourh#0)

Si h tend vers 0 alors 6 + h tend vers 6. Ainsi le taux de variation de fentre 3 et 3 + h tend vers un unique
nombre : 6. Donc cela signifie que la fonction fest dérivable en 3 et son nombre dérivé en 3 est égal a 6. On
note f'(3) = 6.

(2) Considérons la fonction fdéfinie sur [0 ; +[ par f : x — Jx.

Soit h un réel strictement positif. Le taux de variation de fentre 0 et 0 + hest égal a:

Af oy fO+N-f© _h-vo_+h _vhxvh_ h__ 1

Aw h h h  hx<h hJh h

Pour faire « tendre h vers 0 », on choisit différentes valeurs de h, de plus en plus proches de 0 et on note les
résultats dans le tableau ci-dessous.

h 1 0,01 0,0001 | 0,000001 108 10712

Af 1
—(0;h)=— 1 10 100 1000 104 10°
Ax( )

7h

On remarque que, lorsque h se rapproche de 0, le taux de variation gi(o ; h) est de plus en plus grand et
X

ne se rapproche donc pas d'une valeur réelle fixe ; il n'y a donc pas de nombre dérivé en 0. On dit alors que
la fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.
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Soit fune fonction définie sur un intervalle | et €, sa courbe représentative dans un repére (O; 1, J). a et
b désignent des réels de l'intervalle |. A et B sont des points de la courbe 6, d'abscisses x, = a et x; = b.

~Nombre dérive. Tangente

'Taux de variation d’une fonction
Taux de variation

On appelle taux de variation de fentre a et b le quotient :
f(b)-f(a)
b-a

On le note parfois A—f(car; b).
Ax

 Remarque Le taux de variation de f entre a et b correspond au coefficient directeur m de la droite (AB)

sécante a la courbe 6, en A et B, C'est-a-dire m = Ly‘“.
Xg ~ Xa
@ Exemple
Le taux de variation de la fonction f: x+ x* - 3x+ 2 entre 4 et 7 est égal a w
Orfi7)=72-3x7+2=30etfi4) =4’ -3 x4 +2=6. 44
Donc le taux de variation de fentre 4 et 7 est £(4 1) = 30-6 = 2 =8,
Ax 7-4 3

On peut dire aussi que le coefficient directeur de la droite (AB), sécante a la courbe représentative de fen
A(4;6)etB(7;30) estégal a 8.
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Au point d’abscisse a, la tangente a pour coefficient directeur f’(a).

L’équation de la tangente est

y = f(a)(x —a) + f(a)
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( FoNCTION INVERSE. ) ( \
Soit f la fonction carré, définie sur IR* par
1
@)= ot
T
Partie A : Cas particuliers
1. Vérifier que pour tout nombre réel h # 0 :
4__
FA+R) - 1) 1
h 1+h
. (A +h)—f(1)
2. On pose ’11_1;% h = f'(1) . ol
Calculer f’(1) puis
tracer la droite passant par le point A d’abscisse 1
de la courbe Cy et de coefficient directeur f’(1).
Partie B : Démonstration : wiy 0 7 1
Soit « un réel et h un réel non nul.
1. Exprimer en fonction @ et h le taux de variation : ol
x+ h)— f(x
iy = L@ = @)
h
On vérifi t(h) !
n vérifiera que : =
4 z(x + h) 1
2. Exprimer lim t(h) en fonction de .
h—0
Que peut-on en déduire pour la fonction f 7
—d+
Partie D : Application :
Déterminer directement f/(—0,5) ,
puis tracer la tangente passant par le point C d’abscisse
—0,5 de la courbe Cy . \ )

( FoncTION AFFINE ) Partie B : CAS GENERAL

f est une fonction affine, définie sur IR par Soit f est une fonction affine, définie sur IR par

f(x) =—-3x+5

f(®) =mz +p

Partie A : Etude de cas particuliers :

- 3 m et p étant deux nombre réels.
1. Vérifier que pour tout nombre réel h # 0 :

f(2+h)—f(2) 3 1. Exprimer en fonction x et h le taux de variation :
. =
2 +h) — f(2 _ f@+h)— f(=)
2. On pose lim f@+h) =72 = f'(2). t(h) = h
h—0 h
En déduire la valeur de  f/(2) . 2. Que peut-on en déduire pour la fonction f 7
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EXERCICE 19

Un corps en chute libre, avec une certaine vitesse initiale, a son altitude donnée au bout de t secondes par la fonction h(t)
(en meétres) exprimée par :
h(t) = —4,9t* + 20t + 15
1. a. Quelle est son altitude au départ de sa trajectoire 7
b. Au bout de combien de temps touche-t-il le sol ? On appellera ce temps tg pour la suite.
2. Tracer la courbe représentative C de la fonction h sur Uintervalle [0; to].
3. a. Quelle est la variation de l'altitude entre l'instant ¢ = 0 et l'instant t =1 7
b. Quelle est alors sa vitesse moyenne a laquelle cette altitude varie sur cet intervalle de temps 7
c. Mémes questions entre les instants :
i)t=1lett=2 ii) t=2ett=23 iii) t=3ett=4 iv) t =4ett=t.
d. Comment peut-on retrouver graphiquement ces vitesses moyennes 7
4. Inventer une maniére d’obtenir la vitesse initiale.

EXERCICE 20

On s’intéresse & la fonction définie sur IR par f(z) = —z2 + 25 et on appelle P sa courbe représentative.
On appelle :

T le point de P d’abscisse 1 ;
Ty, le point de P d’abscisse 1 + h ot h est un réel ;
Dy, la sécante (TT},) ;

my, le coefficient directeur de Dy,.

N

On suppose que h = 1.
a. Déterminer ’abscisse x1 et y1 et 'ordonnée de T5.
b. Déterminer m; le coefficient directeur de la droite D;.

2. En vous inspirant que la question précédente, compléter le tableau suivant :

h 1 0,5 0,1 0,01 0,001
Lh
Yh
mp
3. Montrer, par le calcul, que, dans le cas général, m, = —2 — h pour h # 0

4. Quand h tend vers 0 :
a. Vers quelle valeur tend my ?
b. Vers quel point tend Tj 7
c. Vers quelle droite tend la sécante Dy, 7

d. En déduire I’équation réduite de cette droite.

On appellera tangente & P au point d’abscisse 1, la droite de laquelle se rapproche la sécante Dy, quand h tend vers 0 et on
appellera nombre dérivé de f(x) en 1 le coefficient directeur de la tangente.

1 Bilan et compléments

1.1 %croissemeﬂt moyett

On appelle accroissement moyen d’une fonction f entre deux nombres distincts a et b le nombre :

f(b) — f(a)
b—a

On écrit la plupart du temps a + h a la place de b et la définition devient alors :
Définition 1 :

On appelle accroissement moyen d’une fonction f entre deux nombres a et a + h, avec h # 0, le nombre

fla+h) - f(a)
h

Les deux définitions sont équivalentes (il suffit de poser b = a + h). C’est la seconde que nous utiliserons pour la suite.
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1.2 Nombre Sérivé

On a vu dans les activités que cet accroissement moyen tendait vers I’accroissement « instantané » quand h tendait vers 0.
Cet accroissement « instantané » est appelé nombre dérivé en mathématiques, et on a donc la définition suivante :

Si, quand h tend wvers 0, la quantité w tend wvers un nombre A, on dit que la fonction f est dérivable en a
et on appelle A le nombre dérivé de f en a. On le note f'(a).

Af(@) 1
Azx 1

. On note parfois accroissement moyen, surtout en physique.
Az est la différence ® entre deux valeurs de x, Af(z) celle entre les deux valeurs correspondantes de f(z).

df(z)
dz

3. Ces nombres correspondent a des quantités concrétes qui dépendent de la nature de la fonction f ou de la variable.
Alnsi, si f(t) est la distance parcourue au bout d’un temps ¢, la variation moyenne ne sera rien d’autre que la vitesse
moyenne et le nombre dérivé est la vitesse instantanée.

2. On note parfois le nombre dérivé. Le d indique 14 encore une différence mais entre deux valeurs infiniment proches.

a. A est la lettre grecque correspondant a D

Définition 3 :
On appelle tangente a une courbe C en un point M, appartenant a C, une droite passant par M et qui, si elle eziste,
est aux alentours de M, la droite la plus proche de C.

Soit C la courbe représentative de la fonction f et A(a; f(a)) et B(a + h; f(a+ h)), deux points de cette courbe.

flat+h)—f(a)
h

La quantité est le coefficient directeur de la droite (AB), sécante a la courbe.

Lorsque h tend vers 0, la sécante (AB) tend vers la tangente a la courbe au point A et le nombre w tend vers le
coefficient directeur de la tangente en A.

On a donc la propriété suivante, qu'on admettra :

Soit f une fonction dérivable en a et C la courbe représentative de f.

Le nombre dérivé f’(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe C au point d’abscisse a.

FIGURE 1 : Interprétation graphique du nombre dérivé

Le point A(a; f(a)) est un point de la courbe et est aussi un point de la tangente ; en particulier, ses coordonnées vérifient
I’équation de la tangente. Cela nous permet d’obtenir, dans le cas général, ’équation de la tangente.

Soit f une fonction définie et dérivable en a et C sa courbe représentative.
Alors C admet en son point d’abscisse a une tangente T, d’équation

y=f'(a)(x—a)+ f(a)

La preuve sera faite en classe.
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2 Exercices

2.1 @oefft cients Sirecteurs ( rappefs)
EXERCICE 21

Déterminer graphiquement les coefficients directeurs m des droites de la figure (on les indiquera sur le graphique).

EXERCICE 22

Dans le repére de la figure , représenter les droites suivantes :
1. Dy passant par le point A (0; 1) et de coefficient directeur m = 2 ;

2. D, passant par le point B (1; 0) et de coefficient directeur m = —1 ;
3. D3 passant par le point C' (—1; —1) et de coefficient directeur m = i ;
4. Dy passant par le point D (1; 2) et de coefficient directeur m = 7% ;
5. Ds passant par le point E (2; —3) et de coefficient directeur m = % ;
6. Dg passant par le point A (0; 3) et de coefficient directeur m =0 ;
Yy
54-
: 44-
34-
24-
14-
% % % % % % % % i ] % % i i
5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 z
14
9l
34

2.2 [fectures 5rap42’t'7ues Se nombres $érivés

EXERCICE 23

On donne sur la figure la courbe représentative C de la fonction f en y indiquant les droites tangentes aux points A, B et C.

math-javahery.blogspot.fr



1. Donner par lecture graphique f(—2) et f(6)
2. Donner par lecture graphique f/'(—2), f/'(6) et f'(2)

3. Déterminer ’équation de la tangente a C au point d’abscisse —2.

y
6._W
4._W B
o
A2t ¢
®
L Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il L
I | 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -10 -8 -6 -4 -2 O 2 4 6 8 10
o1 B

EXERCICE 24

La courbe C de la figure ci-contre est la représentation graphique d’une fonction f définie et dérivable sur IR, dans un repére
orthogonal.

1. Déterminer graphiquement :
a. f(0) et f'(0) ;
b f(=1) et f/(=1) ;
c. f(2)et f(2);
d. L’équation de la tangente T_; au point d’abscisse
-1
e. L’équation de la tangente Ty au point d’abscisse 0.

2. La droite T tangente a la courbe C au point d’abscisse
—2 et d’ordonnée —1 passe par le point A de coordon- 3
nées (1; 26)

a. Déterminer par le calcul une équation de T'.
b. En déduire f'(—2).

EXERCICE 25

On donne sur la figurela courbe représentative C d’une fonction définie f sur IR ainsi que les tangentes & cette courbe en
certains points.

1. Donner par lecture graphique f(3), f(—2) et f(—9).
2. Donner par lecture graphique f'(3), f/(—2) et f'(—9).

3. Déterminer ’équation réduite de 7', la tangente & C au point d’abscisse 3.

o
2.3 bracés

EXERCICE 26

Tracer une courbe C représentant une fonction f définie sur U'intervalle [—3; 3] dont la courbe est symétrique par rapport a
I’axe des ordonnées et ayant les propriétés suivantes :

1. f est décroissante sur [—3; 0] ;
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2. f(0)=—2et f/(0)=0 ; 3. f(3)=9.

Tracer une courbe C représentant une fonction f définie sur I'intervalle [0; 9] ayant les propriétés suivantes :
1. f(0)=0; 3. f(8)=6et f/(3) =1; 5. f(6) =6 et f/(6) = —4.
2. f(1)=3et f'(1) =2; 4. f(5)="Tet f'(5) =0;

EXERCICE 28

Tracer une courbe C représentant une fonction f définie sur I'intervalle [0; 5] ayant les propriété suivantes :

L f(0)=1; 4. f(3)=—Let f(5) = —1;
2. f est décroissante sur l'intervalle [0; 2] ; 5. f(2)=0, f/(3)=1et f'(5) =—1;
3. f admet en 2 un minimum égal & —3 ; 6. pour tout = € [2;5], f(z) <O0.

2.3  Caleuls S¢ nombres $érivés

EXERCICE 29

Dans chacun des cas suivants, déterminer si la fonction est dérivable et, le cas échant, déterminer par le calcul son nombre
dérivé.

1. f(z) =3z +T7en —2.

2. f(z) = 2% — 2z en 3.

3. fl)=2%+22 —1en —1.

EXERCICE 30

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = —22 + 2z + 3. On appelle C sa courbe représentative.

. f(x) =22 -2+ 1en4 7. f(z) = y/x en 2.
. fle)=a3+22z—1en 1.
- f

(z)=1enl.

S Ut

1. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de C avec les axes de coordonnées.

2. Déterminer les nombres dérivés de f 14 ot C coupe les axes.

3. Déterminer f/(1).

4. Tracer dans un repére les tangentes a la courbe qu’on peut déduire des questions précédentes.
5

. Tracer C dans ce méme repére.
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EXERCICE 31

f est une fonction carré, définie sur IR
1. Vérifier que pour tout nombre réel h # 0 :

f2+h) - f(2)

=h+44
h +

2. En déduire le nombre dérivé de f en 2.

EXERCICE 32

f est la fonction définie sur IR par :
f(x) = —22+3z—1
1. Vérifier que pour tout nombre réel h # 0 :

FAEm =10 _

2. En déduire que f est dérivable en 1 et donner f/(1).

EXERCICE 33
f est la fonction définie sur IR* par :
3
fay =1+
T

Montrer que f est dérivable en 5 et donner la valeur de f/(5).

EXERCICE 34

f est une fonction carré, définie sur IR par :
flx) ==x2+7

1. Calculer le taux de variation noté th , de f entre 4 et 44+ h avec h # 0

2. En déduire le nombre dérivé de f en 4.
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Dérivée et tangente.(4BIS/10)

[ Fonction dérivée.

M. DJ AVAHERI]

(FONCTION CARRE |
Soit f la fonction carré, définie sur IR par

f(@) = a2

Partie A : Etude de cas particuliers :

1. Calculer le taux de variation noté t(h) , de f entre 1
et 14 h avec h # 0.

2. Vers quelle valeur le nombre ¢(h) s’approche-t-il

lorsque h se rapproche de 0 ?
3. En déduire que f est dérivableen 1 et que f/(1) = 2.

4. De la méme facon, justifier que f est dérivable en 2 .
On précisera la valeur de  f/(2) .

5. Plus généralement, pour tout réel « , conjecturer la
valeur de f'(x).

Partie B : Démonstration :
Soit x un réel et h un réel non nul.

1. Exprimer en fonction « et h le taux de variation :

t(h) = f(m-l—h’z—f(m)

t(hy=2x+h

2. Exprimer lim ¢(h) en fonction de .
h—0

On vérifiera que :

Que peut-on en déduire pour la fonction f 7

(FONCTION AFFINE |
f est une fonction affine, définie sur IR par

f(x) =—-3x+5

Partie A : Etude de cas particuliers :

1. Calculer le taux de variation noté t(h) , de f entre 2
et 24 h avec h # 0.

2. Vers quelle valeur le nombre
lorsque h se rapproche de 0 ?

f est dérivable en 2

t(h) s’approche-t-il

3. En déduire que
£(2) = -3,

4. De la méme facon, justifier que f est dérivableen 5 .
On précisera la valeur de f’(5) .

et que

5. Plus généralement, pour tout réel « , conjecturer la

valeur de f’(x).

Partie B : CAS GENERAL
Soit f est une fonction affine, définie sur IR par

f(x) =mz+p

m et p étant deux nombre réels.

1. Exprimer en fonction @ et h le taux de variation :

t(h) = f(w-i-hi)b—f(w)

2. Que peut-on en déduire pour la fonction f 7

(FONCTION INVERSE |
Soit f la fonction inverse, définie sur IR* par

fa) =2

Partie A : Etude de cas particuliers :

1. Calculer le taux de variation noté t(h) , de f entre 5
et 54+ havec h # 0.

2. Vers quelle valeur le nombre
lorsque h se rapproche de 0 ?

t(h) s’approche-t-il

3. En déduire que f est dérivable en 5 et en déduire
f'(5).

4. Plus généralement, pour tout réel « , conjecturer la
valeur de f’(x).

Partie B : Démonstration :
Soit @ un réel et h un réel non nul.

1. Exprimer en fonction x et h le taux de variation :

t(h) = f(m-l—h’z—f(m)

AT ) _ 1

On vérifiera que : t(h) = S

2. Exprimer lim t(h) en fonction de .
h—0

Que peut-on en déduire pour la fonction f 7

(FONCTION RACINE CARRE |
Soit f la fonction racine carré, définie sur IR*+ par

f(x) =vz
Partie A : Etude de cas particuliers :
1. a.

Calculer le taux de variation noté t(h) , de f entre
9et 94 h avec h # 0.

b. Vers quelle valeur le nombre ¢(h) s’approche-t-il
lorsque h se rapproche de 0 ?

c. En déduire que f est dérivable en 9 et en déduire
£'(9).

. Calculer le taux de variation noté¢ t(h) , de f entre
0et havec h # 0.

b. Vers quelle valeur le nombre ¢(h) s’approche-t-il
lorsque h se rapproche de 0 ?

c. La fonction racine carré est-elle dérivable en 0 ?

3. Plus généralement, pour tout réel x , conjecturer la
valeur de f’(x).

Partie B : Démonstration :

Soit @ un réel et h un réel non nul.

1. Exprimer en fonction @ et h le taux de variation :

t(h) = f(w+h2L—f(w)

On vérifiera que :  t(h) =

-1
T Vathtvz
2. Exprimer lim t(h) en fonction de .

h—0

Que peut-on en déduire pour la fonction f ?
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EXERCICE 35

Soit f une fonction définie et dérivable sur [—2 ; 2], représentée ci-dessous.
To est la tangente & Cy en origine.

To
1. Définir , par une phrase f(0) et f’(0) .Que valent f(0) et f/(0) ? . C;
2. Définir , par une phrase f(1) et f’(1) .Que valent f(1) et f/(1) ? T
3. En quelle(s) valeur(s) de «, le nombre dérivé de la fonction est-il nul ? i
4. Sur quel(s) intervalle(s) la fonction dérivée est-elle négatif ? 0
5. Sur quel(s) intervalle(s) la fonction dérivée est-elle positif ?

ACTIVITE 4

Dans le graphique ci-contre , on a construit la courbe représentative
¢y d’une fonction polynéme du second degré .

Yy
La courbe % représente la fonction f définie sur IR par (T
flz) =22 -4z +1 Cy
Notion du tangente ‘
Soit A un point fixe de € et M un point variable de la courbe €% . 1 \ ( fl)/

> On trace la droite (AM) qui est sécante & €y .
> On fait tendre M vers A.

> Si, lorsque M tend vers A, la sécante admet une position limite,
on dit que cette limite est tangente & 6y

La droite (T) est tangente & la courbe €5 au point d’abscisse 3.

Déterminer graphiquement , le coefficient directeur de la tangente (T7)

Tracé de la tangente. ‘

On considére la fonction f’ qui a tout x associe le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse x de la
courbe Cp .
On admet : fl(x) =2z —14

1. Calculer f’(xa). Que remarquez-vous 7 .

2. Calculer f’(1), puis tracer la tangente au point d’abscisse 1 de la courbe Cfy .

3. Tracer, avec soin, les tangentes aux points d’abscisse 2 et 4 de la courbe Cp .

math-javahery.blogspot.fr



On a vu que le nombre dérivé f/(a) est le coefficient
directeur de la tangente & C; au point d’abscisse a;
ainsi

1. si f’(a) > 0, la tangente est une droite stricte-
ment croissante, et il en est de méme de f "au
voisinage" de a

2. si f'(a) < 0, la tangente est une droite stricte-
ment décroissante, et il en est de méme de f
"au voisinage" de a

|
|
|
|
a

7
\ f'(a) =0/

1. Si pour tout x € I, f'(x) > 0, alors f est strictement croissante sur I.

Théoreme Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

2. Si pour tout x € I, f'(x) <0, alors f est strictement décroissante sur I.

3. Si pour tout x € I, f'(x) =0, alors f est constante sur I.

Exercice 1 Dresser le tableau de variation des fonctions de ’'exercice 5 et des fonctions suivantes :

—2r+1 3 2
=272 4+ 44 —3 f ——23+32—36 +4 f =—F t)] -
q) f(z) = 22" + 4z 1) flz) =22 t * 5) f(2) z+1 ) (@) r+3 z+2
Exerci 2 f est la fonction définie par I’ io ()— !
xerci ion définie par l'expression f G —
clice est la ronc € ep express X .CCQ dr — 3

1. On définie la fonction g sur IR par I'expression g(z) = —22% + 42 — 3.
Etudier les variations de g.

2. En déduire les variations de f puis le minimum de f sur IR.
’ .
2.5 Cxtrema Sune fonction

Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e Un extremum est un minimum ou un mMarimum.

o [ présente un maximum local m = f(xg) si il existe un intervalle J C I tel que pour tout x € J, f(x) <
f(xo).
o f présente un minimum local m = f(xg) si il existe un intervalle J C I tel que pour toutx € J, f(x) = f(xo).

o L’extremum est dit global lorsque J = I.

Théoreme Si f(xo) est un extremum local sur Uintervalle |a;b[, alors f'(xo) = 0.
La courbe Cy représentative de la fonction f admet une tangente horizontale au point (zo ; f (z0)).

Remarque : Ce théoréme dit que : f(zg) extremum local = f'(z9) = 0.

La réciproque :  f'(z9) =0 = f(xo) extremum local est FAUSSE.

Par exemple, soit f(z) = 23. Alors f'(z) = 32 et f'(z) =0 <= =z = 0. Ainsi, f/(0) = 0. Néanmoins f(0) n’est ni un
minimum ni un maximum local de f car pour z < 0, f(x) = 23 < 0 = f(0) et pour x > 0, f(z) = 2% > 0 = £(0).

22 4+2x+3
42 +1
1. A laide de la calculatrice tracer Cy et localiser le maximum de f.

Exercice 3 [ est la fonction définie sur IR par f(z) =

2. Vérifier par le calcul s’il s’agit bien d’un maximum de f.

Exercice 4  Soit f la fonction définie sur [~10;10] par f(z) = —a3 + 62% — 10.

Rechercher les éventuels extrema locaux et globaux de f.

Exercice 5 Soit la fonction f définie sur IR par f(z) = az® + bz + ¢, a # 0.
Déterminer les coordonnés de 'extremum de f. Est-ce un minimum ou un maximum 7
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z | - — 4

Exercice 6  Soit f une fonction définie et dérivable sur U'intervalle [—6;4].

On donne le tableau de variation de la fonction f : f / \
-1

Préciser les éventuels extrema locaux de f.

Exercice 7 Soit f une fonction définie et dérivable sur l'intervalle [—4;4].

On donne le tableau de variation de la fonction f’ : f / \ /

Préciser les éventuels extrema locaux de f.

w

Exercice 8  On consid ?re le demi-cercle | Exercice 9 La courbe Cfy, repr ?sentative d’une fonction f, est donn 7e ci-
C de rayon 1. dessous. Construire les tangentes 7 cette courbe aux points d’abscisses —5; —4;
Tracer les tangentes ? C aux points d’abs- | —1;0; 2, 4 et 5.

cisse —0,9, 0 et 0, 5.

___i___l___l___l___'r__'r
|
|
|
|
|

|
|
e ——

—~——

b mk — — b — =

| ! |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
A——-lm——F-—tF-—t-—t-—5-—A-——m——F-—f-—t-—+
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
i e il et il sl el e R St il it st B
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Dans le rep ?re ci-dessous, les droites T4,

T 3, Ty, To, Ty et Tp sont les tangentes 7 la courbe CY,
repr ’sentative d’'une fonction f, aux points d’abscisses res-

pectives —4; —2;0; 25 4; 6.
Tracer 'allure de CY.

Exercice 11

Tracer dans le rep 7re suivant 'allure d’une

courbe passant par tous les points A, B, C, D, FE et F.

Exercice 10
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érivée et tangente (5/9)

EXERCICE 36

M.DJAVAHERI

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(z) =322 — 2z +1
1. Vérifier que pour tout nombre réel h # 0 :

f(—=3 4+ h) = 3h% — 20h + 34

2. En déduire que le taux de variation de f entre —3 et
—3 + h est égal a :

t(h) = 3h — 20

3. Compléter le tableau :

h 1
t(h)

0,1 0,01 | 0,001 | 0,0001

4. Vers quoi semble tendre le nombre
nombre h. tend vers 0 ?

t(h) lorsque le

5. La fonction f est-elle dérivable en —37
Si oui donner f’(—3).

6. Vérifier a I'aide de la calculatrice.

EXERCICE 37

Soit f la fonction définie sur IR* par :

F@) ="

xTr

1. Vérifier que pour tout nombre réel h # 0 :

—4

2. Compléter le tableau :

B E
t(h)

0,1 0,01 | 0,001 ] 0,000]

3. Vers quoi semble tendre le nombre
nombre h. tend vers 0 7

t(h) lorsque le

4. En déduire que f est dérivable en 1 et donner f’(1).

A SAVOIR

EXERCICE 38

Soit f la fonction définie sur IR par :
f(z) = 2% + 5z

L’objectif de l’exercice est de démontrer que, pour tout réel x,
la fonction f est dérivable en x.

1. Vérifier que pour tout nombre réel h # 0 :
f(x+h) = x? + 2xh + h% + 5z + 5h
2. En déduire que le taux de variation de f entre x et
x + h est égal & :
to(h) =2x +h+5

3. En déduire que f est dérivable en tout réel a en pré-
cisant la valeur de f’(x);

4. Calculer les nombres dérivés f/(4) et f’(—2) , puis
vérifier & ’aide de la calculatrice.

EXERCICE 39

Soit mg la fonction définie sur I =] — 13 4oo[ par :

2
g(z) = w——i-l

L’objectif de l’exercice est de démontrer que, pour tout réel x
de I, la fonction f est dérivable en .

Dans la suite x est un réel de 'intervalle I et h un réel non
nul tel que a + h € I.

1. Montrer que le taux de variation de g entre x et  + h
est égal &

—2
T @+l +1+h)

tz(h)

2. En déduire que g est dérivable en tout réel o de I .
Vérifier alors que :

3. Justifier alors que la tangente a la courbe représentative
g au point d’abscisse 0 est paralléle a la droite d’équa-
tion: y=—-2x+5

On rappelle que deuz droites sont paralléles si et seule-
ment si elles ont la méme coefficient directeur.

Pour calculer le nombre dérivé a I'aide de la calculatrice :

(cosio):
@ -

[math] [8 : nbreDerive.J
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EXERCICE 40

1. Dans le repére orthogonal ci-dessous , tracer les droites (D1), (D2), (D3), (D4), (Ds), (Dg) passant respective-
ment par les points Ay, As, Az, Ay, As, Ag et de coefficient directeur a.

a. A1(—23; —2) et a= 3 c. Ag(—=1; —1) et a= 2 e. As( 4;-3) et a=0
b. A( 0; 2) e a=-3 d. As(—1; 2) et a=-— f. Ag(—63;—4) e a=0,4

A

M

[9%)

[uiny

2. Donner les équations réduites des droites : (D1), (D2), (D3), (D4), (Ds) et (Dg) .
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Définition 4 :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On considére deux nombres a et b appartenant ¢ I avec a # b
on appelle tauz de variation de la fonction f entre a et b, le nombre

A
On le note parfois : —f(a ; b)
Az

Propriété 2 : Interprétation graphique du taux de variation.

— —
Dans un repére (O; T, ] );A(a ; f(a)); B(b; f(b)) :
Le taux de variation de la fonction f entre a et b est le coefficient directeur de la droite AB.

Propriété 3 :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On considére deux nombres a et b appartenant o I avec a # b

¢ Si fest croissante sur I , alors le tauz de variation de f entre a et b est positif.

¢ Si fest décroissante sur I , alors le taux de variation de f entre a et b est négatif.

Méthode : Comment déterminer le nombre dérivée au point d’abscisse a ?

Graphiquement
¢ On repeére le point d’abscisse a sur la courbe.
¢ On repére la tangente a la courbe en ce point.

¢ On lit le coefficient directeur de cette droite.
On obtient le nombre dérivé f'(a).

Agébriquement

¢ On détermine le taux de variation de f entre a et a+ h :

fla+h) — f(a)
h

¢ On détermine ensuite sa limite lorsque h tend vers 0.

¢ On obtient le nombre dérivé f'(a).

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e Pour tout nombre réel a € I non nul et tel que (a + h) € I, on appelle tauz de variation de la fonction f entre
a et a+ h, le nombre

fla+h) — f(a)
h

t(h) =

e On dit que la fonction f est dérivable en a , lorsque le tauz d’accroissement t(h) tend vers un nombre L lorsque
h tend vers 0.
Ce nombre L , lorsqu’il existe, est appelé le nombre dérivé de f en a , et est noté f'(a) :

fla+h) —f(a) _
- =

L

f(a) = limp_,0t(h) = limp_,0

e Le nombre dérivé f'(a), lorsqu’il existe, est le coefficient directeur de la tangente & la courbe de f au point
d’abscisse a .
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EXERCICE 41

Dans chaque cas, montrer que f est dérivable au point a indiqué, et donner f/(a).
1

1. f(x):;;azl

1
2. f(x)zliz,a—
3. fla)=22—-22;a=2
4. f(z)=2?-2z;a€ R
5. f(x)=a2%—-32;a=2
6. f(x)=2%-32z;a€ R

EXERCICE 42
C't est la courbe représentative d’une fonction
f.
T, T et T3 sont les tangentes & C'y aux points
d’abscisses respectives —3, 1 et 3.

Déterminer graphiquement f/'(—3), f'(1) et
1(3), puis les équations de Ty, T et Ts.
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Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e On dit que f est dérivable sur I si f admet un nombre dérivé en tout point de I, c’est-a-dire si pour tout a € I,
f'(a) existe.

e On appelle fonction dérivée de f la fonction notée f’ qui, a tout x de I associe le nombre f'(x).

Toute fonction affine définie par f(x) = mx + p est dérivable sur IR.
Sa fonction dérivée est définie sur IR par f'(x) = m.

H(h) = f(a—l—h})L—f(a) _ (m(a—l—h)—l—i)—(ma-i-p) _ mTh o

Pour tous a € IR et h # 0,

Ainsi, pour tout réel a, lim t(h) = f’(a) = m.
h—0

La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur IR par f/(x) = m.

Exemple : Soit la fonction affine f définie sur IR par f(x) = —3x + 12, alors pour tout réel x, f'(x) = —3.

La fonction carré, définie par f(xz) = x2, est dérivable sur IR.
Sa fonction dérivée est définie sur IR par f'(x) = 2.

Hh) = f(a+h2—f(a) _ (a—!—hf)i—a2 _ 2ah};|—h2 —9%a4h

Pour tous a € IR et h # 0,

Ainsi, pour tout réel a, lim t(h) = f'(a) = 2a.
h—0

La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur IR par f/(x) = 2z.

Pour tout entier naturel non nul n, la fonction f définie sur IR par f(x) = x™ est dérivable sur IR.
Sa fonction dérivée est définie sur IR par f'(z) = nz™ 1.

Un peu plus tard dans le cours...

Exemple : f(z) = 227 alors f/(x) = 127226
f(x) = 23 alors f'(z) = 322

f(z) =22, alors f'(z) = 2z.

1
La fonction inverse f, définie sur IR™ par f(xz) = — est dérivable sur IR".
T

1

Sa fonction dérivée est définie sur IR™ par f'(z) = ——.
x
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Pour tous a € R* et h # 0,

1 1 a _a+ h _ h
t(h):f(a—l—h)—f(a):a+h_aza(a+h) ala+h) _ala+h) 1
h h h h a(a+h)
Ainsi, pour tout réel a, lim #(h) = f'(a) = — =
insi, pour tout réel a, lim =fla)=—7
1
La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur R* par f/(z) = —

La fonction racine carrée, définie sur Ry = [0;+oo[ par f(z) = \/z, est dérivable sur IR’ =]0;+o0].
1

~ 37

Sa fonction dérivée est définie sur IRY, par f'(x)

Pour tous a > 0 et h tel que a + h > 0,

flath)~fa) _ Va¥hi-a
h h

(Vath-a)(VaTh++va)  (a+h)—a
h(Va+ b+ a) “h(Vath+ya)
h 1

" h(Vath+a) Vath+va

t(h) =

1
Ainsi, pour tout réel a > 0, }lLi_>mOt(h) = f'(a) = NG
1
La fonction dérivée de f est donc la fonction définie sur IR’ par f'(z) = N
%
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Propriété 9 :

” Soit u une fonction dérivable sur I et k € IR, alors la fonction f = ku est dérivable sur I, avec, [’ = ku'.

Pour tout a € I et h # 0 tel que (a+ h) € I,

Hh) = f(a—l—hiz—f(a) _ ku(a—l—h})l—ku(a) & -

Or, comme u est dérivable en a, on a lim ule+h) —u(e) = '(a), et donc lim t(h) = f'(a) = ku'(a).
h—0 h h—0

Exemple : Soit f définie sur IR par f(z) = 322.

Alors, f = 3u, ou u est la fonction carré, dérivable sur IR avec, pour tout = € IR, v/(x) = 2.
Ainsi, f est dérivable sur IR, avec, f' = 3u/, soit, pour tout z € IR, f'(z) = 3 x 22 = 6.

Propriété 10 :

” Soit u et v deux fonctions dérivables sur I, alors la somme u + v est dérivable sur I avec (u+v) =u' +v'.

Pour tout a € I et h # 0 tel que (a+ h) € I,

(u+v)(a+h)—(ut+v)(a) ula+h)+v(a+h)—(ula)+v(a))

t(h) = h = N
u(a+h) —u(a) wv(a+h)—ov(a)
= +
h h
Or, comme u et v sont dérivables en a, lim w =/(a), et lim w ='(a).
h—0 h h—0 h

Ainsi, lim t(h) = u'(a) + v'(a).
h—0

1
Exemple : Soit f définie sur IR* par f(x) = 2% + —.
—_— T

Alors f = u + v, ot u(z) = 22 et v(x) = — sont dérivable sur IR* avec u'(x) = 2z et v'(x)
%

1

Ainsi, pour tout € R*, f'(z) = v/(z) +v'(z) = 2 — —.
o

Propriété 11 :

” Soit u et v deuzx fonctions dérivables sur I, alors la fonction produit uv est dérivable sur I, avec (uwv) = u'v + uv'.
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Pour tout a € I et h # 0 tel que (a + h) € I,
Hh) = (uwv)(a + h})L — (uv)(a) _ u(a+ h)v(a —I—hh) —u(a)v(a)

B (u(a +h) — u(a))v(a + h) +u(a)v(a + h) — u(a)v(a)

N h

oot B — o) w(@) (v(a+h) - v(a))

= fv(a +h)+ W

_u(a+h) —u(a) v(a+ h) —v(a)

= Y v(a—l—h)—l—u(a)f
Or, comme u et v sont dérivables en a, }lbl_r)r%) w =/(a), et }lbl_r)r%) w ='(a),
et on a donc fllll&) t(h) = v'a)v(a) + u(a)v'(a).

Exemple : Soit f la fonction définie sur IR par f(z) = (22 4+ 1)(—z + 3).

Calculer de deux maniéres différentes f’.
Propriété 12 :

Pour tout entier naturel non nuln, la fonction f définie sur IR par f(x) = 2™ est dérivable sur TR.
Sa fonction dérivée est définie sur IR par f'(x) = na" 1.

On cherche a démontrer que la propriété est vraie pour tous les entiers naturels n.
On sait déja que cette propriété est vraie pour

e n=1:f(z) = 2! =2 a pour dérivée f'(z) =1 = 12° = 121 L.

e n=2: f(x) = 22 a pour dérivée f'(z) = 2z = 22! = 222~ 1.

3 3

Pour n = 3, on peut écrire f(r) = 23 comme un produit f(x) = 2% = x x 22, et on a alors f'(z) =
1 x 2% + x x (2z) = 32% = 327! et la formule est encore vraie.

De méme, pour n =4, f(z) = x* = x x 23, et donc, f'(x) = 1 x 23 + x x (322) = 423 = 42*~1.

On cherche a généraliser et montrer que cette formule est vraie pour tous les entiers non nuls. Suppo-
sons que cette formule soit vraie pour un certain entier naturel non nul n, c’est-a-dire que la dérivée de
f(x) = 2™ soit f/(x) = na" L.

Alors pour Pentier suivant (n+1), f(z) = 2" = 2 x 2™ a pour dérivée f'(z) = 1x 2" +x x (na"" ') =
2" +nz" = (n+ 1)z" = (n + Dz?+tD-1,

Ainsi, si la formule est vraie pour un certain entier n, elle est encore vraie pour l'entier suivant (n + 1).
Or, on a vu que cette formule est vraie pour entier n = 1, elle est donc encore vraie pour I’entier sui-
vant n = 2, et donc aussi pour I'entier suivant n = 3, puis aussi pour n =4, n=5,n=6, ...
Finalement cette formule est vraie pour tous les entiers naturels & partir de 1.

Cette démonstration s’appelle une démonstration par récurrence.

Propriété 13

Soit une fonction u dérivable sur I telle que u(xz) # 0 pour tout x € 1.
!/

u
u?’

1 IR
Alors la fonction — est dérivable sur I avec (—) =
u U
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( @ D

Pour tout a € I et h # 0 tel que (a + h) € I,
1 1 u(a) —u(a + h)
Hh) = u(a+h) wu(@)  wla+h)u(a)  ula) —ula+h) 1
B h B h B h u(a + h)u(a)
Or, comme u est dérivable en a, lim (ath)—ula) u'(a), et donc, lim t(h) = —u'(a) x ! 5
h—0 h h—0 (u(a))
. )

1
20+ 1°

1
Exemple : Calculer la dérivée de la fonction f définie sur IR \ {5} par f(z) =

Propriété 14 :

Soit uet v deuz fonctions dérivables sur I, tel que pour tout x € I, v(x) # 0.

Cu . w\’' u'v—u

Alors la fonction — est dérivable sur I, avec (—) —_—
v v

V2

( @ D

On peut écrire — = u X —, et on a donc, en utilisant la dérivée d’un produit, et la dérivée de 'inverse
v

d’une fonction :

Dérivées des fonctions usuelles

Fonction f Dérivée f est définie sur sfur est dérivable
f(z) = k (constante) f(x)=0 R
flz) = f(x) =1 R
f(z) = a? f'(x) = 22 R
fl@)=a" (neN) [ f'(z)=na""" R
. (@) = — R* = ; 0[U]0;
fle) = V& @ =gz | Re=bivocl [ R oo

Opérations sur les dérivées

u et v désignent deux fonctions quelconques, définies et dérivables sur un intervalle I.
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Fonction

Dérivée

ku, k € R

U+ v

uv

SEES

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, et o € I.
Alors, Uéquation réduite de la tangente & la courbe représentative Cy de f au point d’abscisse o est :

y=f'(a)(z—a)+ fla) .

Comme f est dérivable en «, la tangente & C'y a une équation réduite de la forme y = f’
plus, cette tangente passe par le point A (; f («)) et done, f(a) = f'(ad)a+p < p=
Ainsi la tangente a pour équation : y = f'(a)x + f(a) — f(e)a = f'(a) (z — a) + f( ) .

()z + p De
fla) = fl(a)a
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Soient a et b deux nombres réels dans I (a < b). On appelle taux d’accroissement de la fonction f entre a et b, le

quotient :
f(b) — f(a)
b—a

Par exemple, soit f la fonction carré z — 2.

3)— f(2 9—-14
Le taux d’accroissement de f entre a =2 et b = 3 est A ; g( ) = 1 =5.
Interprétation graphique : Soient A et B deux points de C, d’abscisses respectives a et b.

Le taux d’accroissement de la fonction f entre deux réels a et b, a < b, est égal au coefficient directeur de la droite (AB).

Soit a € I, et soit h un nombre réel tel que a +h € I.
flat+h)—fla)  flath)—f(a)
(a+h)—a h

Notons t(h) le taux d’accroissement de la fonction f entre a et a+h : t(h) =

Définition 8 :

Si, lorsque le nombre h prend des valeurs de plus en plus proches de 0, le taux d’accroissement t(h) prend des valeurs
de plus en plus proches d’un nombre [, alors on dira que la fonction f est dérivable en a, et que le nombre | est le
nombre dérivé de f en a. On note (lorsqu’il existe), ce nombre dérivé f'(a).
Formellement, on écrit :

fla+h) - f(a)

!/ — 1
Fla) = =,
h) —
ce qui signifie : « f'(a) est la limite quand h tend vers 0 de M »

Exemple :
Soit f la fonction carré x — 2. On calcule :

fa+h) —f1) (Q+h)2—-12 _ 1+2h+h%-1 :2h+h2

th) = h - h h h

Lorsque h prend des valeurs de plus en plus proches de 0, le taux d’accroissement t(h) prend des valeurs de plus en plus
proches de 2. La fonction f est donc dérivable en a = 1, et le nombre dérivé de f en 1 est f/(1) = 2.

—2+4h

3 Interprétation graphique : tangente a une courbe

Partons de la figure 1 et posons : h =b—a. On a vu que le taux d’accroissement t(h) est le coefficient directeur de la droite
(AB). Quand h tend vers 0, le point B se rapproche infiniment du point A. Ainsi, la droite (AB) tend vers une position
limite qu’on appelle la tangente en A & la courbe C.

Illustration : Quand h tend vers 0, la droite (AB) se rapproche de la droite 7, tangente a C en A.
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Sécante

f(zo+h) — f(zo0)
flzo + h)

sY

Lo h To + h
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' Calcul du nombre dérivée : '

Pour calculer le nombre dérivé d’une fonction f en un point a :

1. On calcule le nombre taux de variation noté t(h), de f entre aet a+ h :
— f(ath)—f(a)
t(h) — %
2. On fait "tendre" h vers 0

h—0 h

Dans les exercices de premiére, il faut juste remplacer h par zéro dans le résultat du calcul de ’étape 1.
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/ée et tangente (8/11) M.DJAVAHERI

ACTIVITE 5

Soit f la fonction définie sur IR par : fx)y=22—-z—1 et Cy sa courbe représentative .

~

STy

C

Dans le graphique ci-dessus , on a tracé les tangentes Ty, T> et T3 & la courbe Cfy .

1. Définir par une phrase les tangentes Th, T> et T3 a la courbe Cfp
2. Déterminer les coefficient directeurs a1, az et as des droites T, T> et T3 tangente a la courbe Cfy .

3. Compléter :

f’( 1) eSt c e de la .................. au point ............... ° f’( 1) e
Que représente f(1) ?

f’( O) @St - de la .................. au p01nt ............... ° f’( O) —
Que représente f(0) ?

f'(_]_) L A S S @le 1@, ooococoooooo000000 au point ............... ° f'(_]_) = coo
Que représente f(—1) ?

4. a. Compléter le tableau suivant :

T
I’ (z)
2 — 1

b. Que remarquez-vous ?

5. On admet que : fl(x) =2x—1
Déterminer le coefficient directeur de la tangente & la courbe Cy au point d’abscisse 2, puis tracer la tangente au
point d’abscisse 2.

6. Reprendre la méme question avec le point d’abscisse 0,5 .

7. Etudier le signe de f’(«), puis dresser le tableau de variation de la fonction f.

xT
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Polynémes du Second degré, équations (COURS) PARTIE I M.DJAVAHERI

CHAT-TIME

* & & & o o o

* & & & o o

D’ou vient f'(a) ?

L’écart des y sur I’écart des .

Je vais m’écarter de h :, le point a pour abscisse a + h , entre a et a+ hily a un écart de h
Un point qui bouge normalement on appelle M.

Je veux que le point M se rapproche au maximum du point A

h c’est I'écart , si M est collé & A donc ils ont méme abscisse

M est quasiment sur le point A , cette droite coupe la courbe en un seul point.
Comment on appelle une droite qui coupe la courbe en un seul point : c’est la tangente.

Sous réserve d’existence

Taux de variation : différences des ordonnées sur différences des abscisses.

On tend h vers zéro : quand h est quasiment zéro

C’est le taux de variation en a ,en 2 on pose a = 2, c’est a qui change d’exercices & exercices
Quand h tend vers 0 ; en gros il vaut 0.

La limite étant fini f est bien dérivable en 2 et f/(2) =3
T : y = f'(a)(x — a) + f(a) et la tangente au point d’abscisse 3 on note T3

x je le garde dans ’équation de la tangente, c’est a qu’il faut remplacer .

4 Pour calculer f’(3) d’abord il faut calculer f’(x) et aprés on remplace « par 3 .

La dérivée de ™ , le n descend na™ 1.

variante : je balance m devant et je perd un rang sur I’exposant

4 quand un nombre multiplie quand on dérive il reste

* & & & o

<*

A ne pas mélanger f’(4) et f(4) de bien faire la distinction entre les deux.
f(4) se lit en ordonnée

je note A comme déplacement : Ax
Pour passer d’un point & un autre de combien on avance horizontalement
La tangente est une droite passant par le point d’abscisse a qui va épouser la forme de la courbe en ce point la

f'(a) est le coeflicient directeur ( de quoi ?) de la tangente ( & quoi ?) & la courbe Cj (o ?) au point d’abscisse
a de la courbe, c’est aussi la pente de la droite

Pour calculer la dérivée , Il faut identifier la bonne forme

4 Quand on a une somme,( c’est la forme la plus simple) on dérive chacun dans son coin

4 Quand il y a un nombre qui multiplie il reste : (ku)’ = ku’

¢

¢
¢

En revanche un nombre avec plus ou moins sa dérivée c’est zéro
(223)’ = 2(3x?) 2 est un nombre qui multiplie
(a:2 y = 2

5. 5 .
Un nombre qui divise reste aussi

g est de la forme u X v
g’ est de la forme uw' X v+ u X v/

2 2

Ne pas écrire u = x? mais u(z) = x

Quand on a un nombre qui multiplie il reste
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