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Limites et continuité COURS (1/3) M.DJAVAHERI

1 Limite d’une fonction à l’infini.

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes, on dit

" x tend vers +∞."

CAS 1 :

Les nombres f(x) deviennent eux aussi “infiniment grands” :

Tout intervalle ouvert de la forme ]M ; +∞[ contient toutes

les valeurs f(x) pour x assez grand .

On écrit : lim
x→+∞

f(x) = +∞

Autrement dit, pour tout réel M , il existe un réel A tel

que :

Pour tout x > A alors f(x) > M .

CAS 2 :

Les nombres f(x) deviennent eux aussi “infiniment grands

négativement” :

On écrit : lim
x→+∞

f(x) = −∞

CAS 3 :

Les nombres f(x) se rapprochent d’une valeur ℓ :

Tout intervalle ouvert contenant ℓ contient toutes les valeurs

f(x) pour x assez grand.

On dit que la droite d’équation y = ℓ est asymptote à Cf

en +∞.

Lorsque x tend vers +∞, la distance entre Cf et l’asymp-

tote y = ℓ tend vers 0.

2 Limite en un point

CAS N◦1

Les nombres f(x) deviennent infiniment grand :

Tout intervalle ouvert de la forme ]M ; +∞[ contient toutes

les valeurs f(x) pour x suffisamment proche de a.

On dit que la droite d’équation x = a est asymptote à Cf

CAS N◦2

Les nombres f(x) deviennent infiniment grand négative-

ment :

Tout intervalle ouvert de la forme ] − ∞;m[ contient f(x)
pour x suffisamment proche de a.

lim
x→0
x>0

f(x) = +∞ et lim
x→0
x<0

f(x) = −∞

CAS N◦3

Les nombres f(x) se rapprochent du nombre ℓ

f(x) se rapproche aussi proche de ℓ que voulu pourvu que

x soit suffisamment proche de a. On écrit

lim
x→a

f(x) = ℓ
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Limites des fonctions élémentaires

1 Fonction carré.

lim
x→−∞

x2 = +∞ ; lim
x→+∞

x2 = +∞

O x

y

2 Fonction cube.

lim
x→−∞

x3 = +∞ ; lim
x→+∞

x3 = +∞

O x

y

3 Fonction inverse.

lim
x→−∞

1

x
= 0 ; lim

x→0−

1

x
= +∞

lim
x→0+

1

x
= +∞ ; lim

x→+∞

1

x
= 0

O x

y

4 Fonction racine carrée.

fonction racine carrée

lim
x→0

√
x = 0 ; lim

x→+∞

√
x = +∞

O x

y
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1 Définition : Continuité

Soit une fonction f définie sur un intervalle I contenant le

réel a

Si

lim
x→a

f(x) = f(a)

on dit que f est continue en a.

Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est

continue en tout point de I.

2 Continuité des fonctions usuelles

Les fonctions usuelles :

♦ les fonctions puissances x 7→ xn, n ∈ IN,

♦ la fonction racine carrée,

♦ la fonction inverse,

♦ les fonctions polynômes ;

♦ les fonctions rationnelles,

♦ les fonctions cosinus et sinus,

sont continues sur leur ensemble de définition .

3 Continuité et dérivabilité

♦ Si une fonction f est dérivable en un point a alors f

est continue en a.

♦ Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I alors

f est continue sur I.

La réciproque de ce théorème est fausse.

Une fonction peut être continue en a mais pas dérivable en

a.

4 Théorème : Valeurs intermédiaire

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur

un intervalle [a ; b]
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l’équation

f(x) = k admet une unique solution c dans l’intervalle

[a ; b].

1 Définition : Asymptote verticale.

La droite d’équation x = x0 est asymptote verticale à Cf

si

lim
x→x0

f(x) = ±∞

1 Définition : Asymptote verticale.

La droite d’équation x = x0 est asymptote verticale à Cf

si

lim
x→x0

f(x) = ±∞

2 Définition : Asymptote horizontale.

La droite d’équation y = ℓ est asymptote horizontale à Cf

en +∞ si

lim
x→+∞

f(x) = ℓ
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ACTIVITÉ 1

On considère les fonction f g et h définie sur IR par :

f(x) = x2 g(x) = −x2 h(x) = x3

On a tracé ci-dessous les courbes Cf , Cg et Ch représentatives des fonctions f , g et h dans un repère orhonormé .

On cherche à étudier les comportements des fonctions f g et h lorsque x devient très grand ou très petit.

b

O
1

1

Cf

y

x
b

O
1

1

Cg

y

x
b

O
1

1

Ch

y

x

Quand x tend vers +∞

Quand la valeur de x devient de plus en plus grande : On dit elle tend vers +∞
1. Compléter le tableau ci-dessous.

2. Comment évoluent les valeurs de x2 ? Comment évoluent les valeurs de −x2 ?

Comment évoluent les valeurs de x3 ?

x 10 20 100 1000 2000 · · · x → +∞
f(x) = x2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
g(x) = −x2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
h(x) = x3 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Quand x tend vers −∞

Quand la valeur de x devient de plus en plus petite : On dit elle tend vers −∞
1. Compléter le tableau ci-dessous.

2. Comment évoluent les valeurs de x2 ? Comment évoluent les valeurs de −x2 ?

x −10 −20 −100 −1000 −2000 · · · x → −∞
f(x) = x2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
g(x) = −x2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
h(x) = x3 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Tableau de variations.

1. Déterminer les fonctions dérivées f ′ g′ et h′ des fonctions f g et h.

2. En déduire les nombres dérivées f ′(1) g′(1) et h′(1) des fonctions f g et h.

3. Tracer avec soins les tangentes au point d’abscisse 1 pour les courbes Cf , Cg et Ch .

4. Dresser les tableaux de variations des fonctions f g et h en reportant les valeurs des limites.
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Quand x tend vers +∞

Quand la valeur de x devient de plus en plus grande : On dit elle tend vers +∞
1. Compléter le tableau ci-dessous.

2. Comment évoluent les valeurs de
1

x
?

x 10 20 100 1000 2000 · · · x → +∞

1

x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Quand x tend vers −∞

Quand la valeur de x devient de plus en plus petite : On dit elle tend vers −∞
1. Compléter le tableau ci-dessous.

2. Comment évoluent les valeurs de
1

x
?

x −10 −20 −100 −1000 −2000 · · · x → −∞

1

x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Quand x tend vers 0, par valeurs positives

Quand la valeur de x s’approchent de 0 par valeurs positives : On dit elle tend vers 0+

1. Compléter le tableau ci-dessous.

2. Comment évoluent les valeurs de
1

x
?

x 10 1 0, 1 0, 01 0, 001 · · · x → 0+

1

x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Quand x tend vers 0, par valeurs négatives

Quand la valeur de x s’approchent de 0 par valeurs négatives : On dit elle tend vers 0−

1. Compléter le tableau ci-dessous.

2. Comment évoluent les valeurs de
1

x
?

x −10 −1 −0, 1 −0, 01 −0, 001 · · · x → 0−

1

x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Asymptote et tableau de variation.

1. Préciser les asymptotes de la courbes Cf .

2. Dresser le tableau de variation de la fonction f en reportant les valeurs des limites.
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Limites et continuité (3/5) M.DJAVAHERI

EXERCICE 1

La fonction f est donnée par la formule : f(x) =
1

x
+ 2

1. Compléter le tableau de valeurs ci-dessous avec votre calculatrice, puis conjecturer le comportement de la fonction f

en +∞

x 10 20 100 1000 2000 · · · x → +∞

1

x
+ 2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2. Compléter le tableau de valeurs ci-dessous avec votre calculatrice, puis conjecturer le comportement de la fonction f

en −∞

x −10 −20 −100 −1000 −2000 · · · x → −∞

1

x
+ 2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

3. Tracer la courbe Cf à l’aide de votre calculatrice .

4. Conjecturer le comportement de la fonction f en 0− et en 0+.

5. Préciser les asymptotes de la courbes Cf .

6. Dresser le tableau de variation de la fonction f .

EXERCICE 2

La fonction f est donnée par la formule : f(x) =
1

x − 3
+ 2

1. Quand la valeur de x s’approchent de 3 par valeurs supérieur à 3 : On dit elle tend vers 3+

a. Compléter le tableau ci-dessous.

b. Comment évoluent les valeurs de
1

x − 3
+ 2 ?

x 5 4 3, 1 3, 01 3, 001 · · · x → 3+

1

x − 3
+ 2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2. Quand la valeur de x s’approchent de 3 par valeurs inférieur à 3 : On dit elle tend vers 3−

a. Compléter le tableau ci-dessous.

b. Comment évoluent les valeurs de
1

x − 3
+ 2 ?

x 1 2 2, 9 2, 99 2, 999 · · · x → 3−

1

x − 3
+ 2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

3. Tracer la courbe Cf à l’aide de votre calculatrice .

4. Conjecturer le comportement de la fonction f en −∞ et en +∞.

5. Préciser les asymptotes de la courbes Cf .

6. Dresser le tableau de variation de la fonction f .
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EXERCICE 3

EXERCICE 4

EXERCICE 5

EXERCICE 6

EXERCICE 7
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Récapitulons

1 Fonction carré.

lim
x→−∞

x2 = · · · ; lim
x→+∞

x2 = · · ·

O x

y

2 Fonction cube.

lim
x→−∞

x3 = · · · ; lim
x→+∞

x3 = · · ·

O x

y

3 Fonction inverse.

lim
x→−∞

1

x
= · · · ; lim

x→0−

1

x
= · · ·

lim
x→0+

1

x
= · · · ; lim

x→+∞

1

x
= · · ·

O x

y

4 Fonction racine carrée.

lim
x→0

√
x = · · · ; lim

x→+∞

√
x = · · ·

O x

y

5 Fonction affine.

lim
x→−∞

−x + 2 = · · · ; lim
x→0−

−x + 2 = · ·

lim
x→0+

−x + 2 = · · · ; lim
x→+∞

−x + 2 = · ·

O x

y

6 Fonctions inverse d’un carré.

lim
x→−∞

1

x2
= · · · ; lim

x→0−

1

x2
= · · ·

lim
x→0+

1

x2
= · · · ; lim

x→+∞

1

x2
= · · ·

O x

y
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EXERCICE 8

Limite d’une somme de deux fonctions

Si lim
x→α

u(x) = ℓ ℓ ℓ +∞ −∞ +∞
et lim

x→α
v(x) = ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞

alors par somme

lim
x→α

(u + v)(x) = · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Limite d’un produit de deux fonctions

Si lim
x→α

u(x) = ℓ ℓ 6= 0 +∞ ou −∞ 0

et lim
x→α

v(x) = ℓ′ +∞ ou −∞ +∞ ou −∞ +∞ ou −∞
alors par produit

lim
x→α

(u × v)(x) =
· · · · · · · · · · · ·

(*) Lorsque la limite du produit est infinie, c’est la règle des signes du produit qui permet de déterminer le résultat +∞ ou −∞.

EXERCICE 9

EXERCICE 10 EXERCICE 11
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Limites et continuité (8/9) M.DJAVAHERI

ACTIVITÉ 2

Récapitulons :

La fonction f est continue et

non monotone est continue et
non monotone sursur [a ; b].

L’équation f(x) = m admet
au moins une solution pour
tout m compris entre f(a) et
f(b)

0 x

y

b

k

a

f(a)

m′

f(b)

m

b

La fonction f n’est

pas continue sur [a ; b].

On ne peut rien dire sur les solu-
tions de l’équation f(x) = m

La fonction f est continue et

monotone est continue et non
monotone sursur [a ; b].

L’équation : f(x) = m ad-
met une solution unique pour
tout m compris entre f(a) et
f(b)

EXERCICE 12

Soit f la fonction définie sur l’intervalle I = [−2 ; 2] par :

f(x) = x3 + 2x+ 1

1. Déterminer la fonction dérivée de f et étudier son signe.

2. Dresser le tableau de variation de f .

3. En déduire le nombre de solutions de l’équation : f(x) = 0
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EXERCICE 13

EXERCICE 14

EXERCICE 15

EXERCICE 16

On considère la fonction f définie sur [−2 ; +∞ [ définie

par :

f(x) = x3 − 3x2 + 3

1. Dresser le tableau de variation de la fonction f , on

admettra que lim
x→+∞

f(x) = +∞

2. Justifier que l’équation f(x) = 5. admet une solution

unique dans l’intervalle [−2 ; +∞[ .

3. Déterminer une valeur approchée de α à 10−1 prés.

EXERCICE 17

EXERCICE 18

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(x) = x3 − 2x2 + x − 1.

1. Montrez que f est strictement croissante sur [1 ; 2].

2. Montrez qu’il existe une unique solution α à l’équation

f(x) = 0.

3. Donnez une valeur approchée de α à 0, 1 près.

EXERCICE 19

On considère la fonction f définie sur [ 0 ; +∞ [ définie par

:

f(x) = −x3 + 2x2 − 2x + 8

1. Justifier que l’équation f(x) = 0. admet une solution

unique α dans l’intervalle [0 ; 3] .

2. Déterminer une valeur approchée de α à 10−3 prés.

3. En déduire le signe de f(x) sur [ 0 ; +∞ [ .

EXERCICE 20
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ACTIVITÉ 3

EXERCICE 21

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(x) =

{

1 si x 6 3

2 si x > 3

Déterminer les limites à gauche et à droite en 3 :

♦ lim
x→3
x<3

f(x) ,

♦ lim
x→3

x>3

f(x)

La fonction f est-elle continue en 3 ? Tracer l’allure de Cf .

EXERCICE 22

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(x) =

{

x + 2 si x 6 −1

−2x − 1 si x > −1

Déterminer les limites à gauche et à droite en −1 :

♦ lim
x→−1
x<−1

f(x) , et

♦ lim
x→−1
x>−1

f(x) .

La fonction f est-elle continue en 1 ? Tracer l’allure de Cf .

EXERCICE 23

EXERCICE 24

EXERCICE 25
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1 Lecture graphique du coefficient directeur.

♦ On choisit un point sur la droite,

♦ puis à partir de ce point on avance d’une unité à droite,

♦ puis on compte de combien on doit monter ou descendre

pour revenir sur la droite.

Le nombre obtenu est le coefficient directeur.

(d) : y = mx + p

1

m

−→
u

+I

+J

2 Définition : Taux de variation.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On considère deux nombres a et b appartenant à I avec

a < b

On appelle taux de variation de la fonction f entre a et

b, le quotient :

f(b)−f(a)
b−a

On le note parfois : ∆f

∆x
(a ; b)

3 Interprétation graphique :

Soient A et B deux points de C, d’abscisses respectives a

et b.

Le taux de variation de la fonction f entre deux réels a et

b, est égal au coefficient directeur de la droite (AB).

C

a

f(a)

b

f(b)

A

B

4 Nouvelle présentation :

On pose : b − a = h

Notons t(h) le taux de variation de la fonction f entre a

et a+ h :

t(h) = f(a+h)−f(a)
h

5 Notion de tangente :

A

M

f(a)

a

f(a+ h)

a+ h

∆x = h

∆y = f(a+ h)− f(a)

Cf

Sens

x

(T )
y

O

On considère deux points distincts

A (a ; f(a)) et M (a+ h ; f(a + h))

de la courbe Cf .

♦ La droite (AM) est une sécante à la courbe Cf .

Son coefficient directeur est égal à :

mh = f(a+h)−f(a)
h

♦ Lorsque M décrit la courbe Cf , on obtient un faisceau

de sécantes passant par A à la courbe Cf .

♦ Si

lim
h→0

mh existe alors on pose f ′(a) = lim
h→0

mh

alors f est dérivable en a

♦ La droite TA passant par le point A et de coefficient

directeur f ′(a) est la tangente à Cf au point d’abs-

cisse a.

TA est la position limite des sécantes (AM) lorsque

M se rapproche de A.

6 Définition : Nombre dérivée :

Le nombre dérivé d’une fonction f en un nombre a , est

le coefficient directeur de la tangente à la courbe de f au

point d’abscisse a.

Le nombre dérivé de f en a est noté, f ′(a)

b
A

T

1

f ′(a)
bf(a)

b
a

Tangente à Cf , en A

y = f′(a)(x − a) + f(a)

7 Propriéte : Equation de la tangente :

La tangente T à la courbe Cf au point A d’abscisse a

d’une fonction a pour équation :

y = f ′(a)(x − a) + f(a)
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1 Théorème fondamentale

Soit f définie et dérivable sur un intervalle I .

♦ f ′(x) > 0 sur I ⇐⇒ f est croissante sur I.

♦ f ′(x) 6 0 sur I ⇐⇒ f est décroissante sur I.

♦ f ′(x) = 0 sur I ⇐⇒ f est constante sur I.

2 Méthode : Sens de variation d’une fonction

Pour étudier les variations d’une fonction f . :

➠ On calcule sa dérivée : f ′(x)

➠ Chercher les valeurs annulant éventuellement la dérivée

en cherchant les solutions de l’équation : f ′(x) = 0

➠ Etudier le signe de la dérivée f ′(x), à l’aide d’un ta-

bleau de signe.

3 Extremum local et dérivée

Soit f une fonction dérivable sur une intervalle I de IR et

c est un nombre réel de I.

Si f(c) est un extremum local de f , alors f ′(x) = 0.

✞

✝

☎

✆
Remarque 1

La réciproque de cette propriété est fausse !

Si f est la fonction cube alors f ′(0) = 0 et f(0) n’est

pas un extremum local de f .

✞

✝

☎

✆
Remarque 2

Si f(c) est un extremum local de f alors la tangente à

la courbe représentative de f au point d’abscisse cest

parallèle à l’axe des abscisses.

4 Propriété

Soit f une fonction dérivable sur une intervalle ouvert I

de IR et c est un nombre réel de I.

Si f ′ s’annule et change de signe en c, alors f(c) est

un extremum local de f .

Dérivées des fonctions usuelles.

f(x) = f ′(x) =

k, k ∈ R 0

x 1

x2 2x

x3 3x2

xn (n ∈ N n > 1) nxn−1

ax+ b a

ax2 + bx + c 2ax+ b

1

x
(x 6= 0) −

1

x2

√
x (x > 0)

1

2
√
x

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I :

Addition : (u + v)′ = u′ + v′

Soustraction : (u − v)′ = u′ − v′

Multiplication par une constante : (ku)′ = ku′

Produit de deux fonctions : (uv)′ = u′v + uv′

Inverse d’une fonction :

(

1

u

)

′

= −
u′

u2

Quotient de deux fonctions :

(

u

v

)′

=
u′v − uv′

v2
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FORMULAIRE : DERIVEE

Dérivées des fonctions usuelles.

f(x) = f ′(x) =

k, k ∈ R 0

x 1

x2 2x

x3 3x2

xn (n ∈ N n > 1) nxn−1

ax+ b a

ax2 + bx + c 2ax+ b

1

x
(x 6= 0) −

1

x2

√
x (x > 0)

1

2
√
x

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I :

Addition : (u + v)′ = u′ + v′

Soustraction : (u − v)′ = u′ − v′

Multiplication par une constante : (ku)′ = ku′

Produit de deux fonctions : (uv)′ = u′v + uv′

Inverse d’une fonction :

(

1

u

)′

= −
u′

u2

Quotient de deux fonctions :

(

u

v

)

′

=
u′v − uv′

v2

Tangente à une courbe en un point.

Soit f une fonction, de courbe représentative Cf .

La droite T est la tangente à la courbe Cf de f au point A d’abscisse xA :

∆x

∆y

A

O

Cf

xA

T

f(xA)

Nombre dérivée.

Le nombre dérivée de la fonction f au point d’abscisse xA, noté f ′(xA) , est le coefficient directeur de la tangente

à la courbe Cf au point A d’abscisse xA

Coefficient directeur de la tangente au point A = f ′(xA) =
∆y

∆x

L’équation de la tangente à la courbe représentative de f au point d’abscisse xA :

y = ax+ b avec a = f ′(xA) et b = yA − axA

Formule : Equation de la tangente.

Equation de la tangente à la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse xA :

y = f ′(xA)(x − xA) + f(xA)
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Récapitulons :

La fonction f est continue et

non monotone sur [a ; b].

L’équation

f(x) = m

admet au moins une solution
pour tout m compris entre
f(a) et f(b)

0 x

y

b

k

a

f(a)

m′

f(b)

m

b

La fonction f n’est

pas continue sur [a ; b].

On ne peut rien dire sur les

solutions de l’équation

f(x) = m

La fonction f est continue et

monotone sur [a ; b].

L’équation :

f(x) = m

admet une solution unique
pour tout m compris entre
f(a) et f(b)
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